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Einleitende Uehersicht, 



Unter allen räumlichen Gebilden sind die convexen Po- 
lyeder dadurch ausgezeichnet, dafs sie bei grofstmö glich er 
Einfachheit der Bildungs weise und entsprechender Klarheit 
der Voratellnng dem Beobachter eine auf ser ordentliche Formen- 
mannigfaltigkeit offenbaren. 

Abgesehen von den zahlreichen in der Natur vorkommen- 
den Körpern, welche, wie beisp. die ICrystalle bestimmte Po- 
lyedertypeu unmittelbar zur Anschauung bringen, bietet die 
wiederholte Operation des Z er Schneidens eines geeigneten 
Körpers ein Mittel, die Zahl der darstellbaren Typen nach 
Belieben zu vermehren Laf^t aber die Trivialität dieser 
Operationen und die verachiedene Vollkommenheit ihrer Er- 
zeugnis'ie ein besondeis klares Bild abstrahieren, so wird 
durch die Möglichkeit der Verkoiperung eines jeden Poljeder- 
tjpus dis Intelesse fui die gestaltliehen Eigentümlichkeiten 
und den oiganischen Zu=(ammenhang dieser, den ursprüng- 
lichsten Bildungsgesetzei) unteiliegenden Gebilde gesteigert. 

Die bishen,^en den Gegenstand betreffenden Untersuchungen 
sind doppelter Art. Entweder beziehen sie sich auf das Problem*), 
alle Polyeder mit gleichen und ähnlichen Grenzpolygonen zu 
bestimmen, oder sie stellen sieh die Aufgabe**), eine Classi- 
flcEition der Polyeder nach dem Princip der Symmetrie zu ent- 
wickeln. Das erste, schon von den Alten gekannte Problem 
schränkt die Betrachtung von vornherein auf eine kleine Gruppe 
sehr specieller Polyederformen ein und hat mit deren voll- 
ständiger Aufstellung seine Erledigung gefunden. 

'*) Hefs; Eialeitungin die Lehre von der Kugelteilnng. Leipzig 1883. 
**) C. Jordan: Recherohes sur lea polyMrea. Cielle'a Joarnal, 
Band 66 und 68. 
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2 Einleitende Uebersieht. 

Das zweite, toh C. Jordan gestellte Problem hat «diesen zu 
einer Einteilang der convezen Polyeder in noxin Classen geführt. 

Es mag femer noch bemerkt werden, dafs Steiner*) 
zuerst in den Ger gönne' sehen Annalen Band 18—19 und ein 
zweites Mal in dem Anhang zur systematischen Entwick- 
lung etc. die Frage gestellt hat, wie sich die Anzahl der 
von n Ebenen gebildeten verschiedenen convexen Polyeder 
berechnet. 'Indessen ist eine Antwort auf diese Frage von 
keiner Seite erfolgt. 

Die vorerwähnten Untersuchungen boten dem Verfasser 
für das Studium der gegenseitigen systematischen Abhängig- 
keit der verschiedenen Polyederformen keinerlei Anhaltspunkte 
dar. Vielmehr zeigte es sich bald, dafs die Wege, welche den 
erstrebten Einblick gestatteten, erst noch geschaffen werden 
mufsten. Dieser Umstand, sowie der Umfang der behandelten 
Materie, iäfst es wünschenswert erseheinen, von dem ein- 
geschlagenen Gedankengange und den gewonnenen Ergebnissen 
eine kurze üebersicht zu geben. 

Der erste Abschnitt beschäftigt sich mit der Entwicke- 
lung der für eine vergleichsweise Betrachtung der convexen 
Polyeder in morphologischem Sinne grundlegenden Begriffe 
und Vorstellungen. Unter Auffassung der Grenzflächen eines 
Polyeders als seiner ursprünglichen, der Ecken und Kanten 
als seiner abgeleiteten Bestimmuugsstücke werden in § 1 zu- 
nächst die Begriffe der gleichgestalteten oder isomorphen und 
der ungleich gestalteten oder allomorphen convexen Polyeder 
festgelegt. Danach werden zwei, durch die gleiche Zahl von 
Grenzebenen bestimmte Polyeder als einander isomorph defi- 
niert, wenn eine derartige paarweise Zuordnung ihrer Grenz- 
ebenen existiert 

A = ßi, «3, ..., a»; S^ = ßi, ß2, ■■■, ß«, 
(gleich indicierte Ebenen als zugeordnet aufgefafst), dafs jeder 
Grenzecke (a^, at, a^ von A„ auch wieder eine Grenzecke 
(^(, ßk, ßi) von B„ entspricht; dagegen werden sie allomorph 
genannt, wenn keine solche Zuordnung vorhanden ist. Diese 
Definition Iäfst, wie in § 2' des weitern ausgeführt wird, nächst 



*) Steiner, gea. Werke. Band I, S. 277, 454. 
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Einleitende Uebei-aiclit. 3 

der Anzahl der Ecken als wichtigste morphologiache Merk- 
male eines Polyeders die Formen (Seitenanzahlen) der 
einzelnen Gfrenzpolygone und deren Zuaammensetzungsarb 
erkennen. Indem daher die Anzahlen Xh der ft-seitigen Grenz- 
flächen des betrachteten w-eders eingeführt werden, ergiebt 
sich zwischen denselben die Relation 
3% + 2a:^-fiC5 — av — 2«g—3a:B— ■■■ — (« — 7)a;„_i = 4w—2r, 

in welcher r die Zahl der Ecken des Körpers bezeichnet. 
Aus dem Umstände, dafs die rechte Seite der Gleichung stets 
einen positiven Wert hat, der im Minimum 12 beträgt, folgt 
der in § 3 gegebene erste Fundamentalsatz, dafs nämlich 
jedes convexe Polyeder aus einem Tetraeder durch die aus- 
schliefsliche Anwendung drei-, vier- und fünfseitiger ebener 
Schnitte, d, h, in der Weise construiert werden kann, dafs 
von dem Tetraeder und jedem resultierenden Körper darch die 
neu einzuführende Grenzebene entweder eine Ecke, oder eine 
Kante, oder ein in einer Ecke zus am menstof sende s Kantenpaar 
abgeschnitten wird. Die Verbindung dieses Satzes mit den 
§ 4 und § 5 abgeleiteten Hiifssäfczen führt in § 6 zu dem 
zweiten F. -Satze von der Continnität aller isomorphen Po- 
lyeder eines bestimmten allgemeinen Typus. 

In dem zweiten Abschnitte wird die Art der Zusammen- 
setzung des allgemeinen convexen Polyeders aus seinen Grenz- 
polygonen näher studiert. Demgemäfs wird in § 7 der 
Begriff des eonstitnier enden oder des Stammsystemea als des- 
jenigen Syatemes von Grenzflächen eingeführt, welche die für 
die Gestalt des Polyeders notwendigen und hinreichenden 
Daten enthalten. Mau findet, dafs ein Flächensystem dann 
und nur .dann ein constituierendes ist, wenn in seinen Flachen 
alle Ecken des Polyeders und in jeder einzelnen mindestens 
eine solche Ecke auftritt, durch welche keine zweite Fläche 
des Systems hindurchgeht. Als für das einzelne Stammsystem 
charakteristisch zeigen sich dabei folgende Stücke: die Anzahl 
der Flächen des Systems, die Anzahl der in je einer Ecke 
zus am menstofs enden Ftäehentrzpel, die Zahl der Pläehenpaare 
mit gemeinsamer Kante, der sogenannten Seiienflächenpaare, 
die Zahl der Flächenpaare mit je einer oder mehreren ge- 
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4 Einleitendo üebersioit. 

meinsamen Scheitelkanten, nämlich derjenigen Paare von 
Flächen, die durch die beiden Grenzecken der gemeinsamen 
Grenzkanie zweier anderen Flächen des Polyeders gehen, end- 
lich durch die Reihenfolge der zu einer Fläche gehörigen 
Seiten- und Scheitelflächen. Für die Polyeder mit gleicher 
Plächenzahl sind die erstgenannten vier Anzahlen an be- 
stimmte Relationen gebunden, aus denen (vergl. § 8) die ver- 
schiedenen Typen suceeasive abgeleitet werden können, ein 
Verfahren, das für die Heptaeder vollständig durchgeführt wird. 

An die' Betrachtung der constituierenden Flächensysteme 
schliefst sich in § 9 eine Classification der allgemeinen con- 
vexen Polyeder. Es wird nämlich mitersucht, wann die Grenz- 
polygone eines allgemeinen convexen Polyeders ein, zwei oder 
drei getrennte vollständige Systeme von Seheitel flächen bilden, 
unter einem solchen ein System von Grenzpolygonen ver- 
standen, in welchem die Scheitelflächen einer Seitenfläche selbst 
wieder Systemflächen sind. Dabei ergiebt sich, dafs für jedes 
w > 8 in der That »«-eder jeder Claaae existieren. Letztere 
sind dadurch unterschieden, dafs ein Polyeder der ersten Classe 
mindestens zwei Flächen mit unpaarer Seitenzahl besitzt, die 
weder unmittelbare noch mittelbare Scheitelfläehen sind, dafs 
ein Polyeder der zweiten Classe in dem einen Systeme von 
Scheitelfläehen alle Flächen mit unpaarer, in dem andern nur 
Flächen mit paarer Seitenanzahl enthält, und dafs bei einem 
Polyeder der dritten Classe überhaupt nur Flächen mit paarer 
Seitenanzahl vorhanden sind. Der Abschnitt sehliefst mit der 
§ 10 durchgeführten Bestimmung der Polyeder mit durchweg 
isomorphen Ecken, Körper, welche zu den archimedischen in 
naher Beziehung stehen. 

Nach den mehr vorbereitenden Betrachtungen der beiden 
ersten Abschnitte wendet sich die Untersuchung im dritten 
Abschnitt der eigentlichen Frage zu. Den Ausgangspunkt in 
§11 bildet die für die allgemeinen convexen Polyeder charakte- 
ristische Gleichung 

3xg + 2a;^ + xj — a;, — Saug — 3*3 = 12. 

Die Unabhängigkeit derselben von der Anzahl Xg der Grenz- 
sechaecke deutet auf eine gevrisse Unabhängigkeit dieser An- 
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Bialeiteiide Uebersicht. 5 

zahl von den übrigen Anzahlen Xi, hin. Ea entstöht somit 
dör Gedanke der Möglichkeit einer Einschaltung bezw, Ana- 
scheidung von Gfrenzsechs ecken in die Oberfläche des Polyeders, 
einer sogenannten Elementar er Weiterung, bezw, Elementar- 
reduetion desselben. Da die Erweiterungs- wie die Aus- 
acheidungs fläche notwendig von mindestens zwei oder mehreren 
Kantenpolygonen des Polyeders berandefc wird, so macht ein 
Eingehen auf diese Verhältnisse einige Vorbemerkungen er- 
forderlich. 

Dementsprechend handeln die §§ 11 und 12 von den ein- 
fachen, d, h. denjenigen Kantenpolygonen der Polyeder, bei 
deren Umlauf durch einen Punkt jede Kante nur einmal passiert 
wird. Jedes derartige Polygon P teilt die Oberfläche des 
Polyeders in zwei getrennte Stücke Sj, S^, als deren gemein- 
same Berandung es eine zweiseitige Auffassung darbietet. 
Als Randpolygon V(ß^ der Fläche S, erseheint es charakte- 
risiert: erstens durch die Anzahl derjenigen Grenzpolygone von 
Si , mit denen es einen Kantenzug gemein hat, zweitens durch 
die Anzahl der Kanten dieser Züge und drittens durch ihre 
Aufeinanderfolge; als Randpolygon P{S^) der Fläche S^ aber 
durch die entsprechenden zu S^ gehörigen Elemente. Be- 
zeichnet «/. die Anzahl der Ä-gliedrigen ebenen Kantenzfige 
von P in Bezug auf S^ , b/, die entsprechende Zahl in Bezug 
auf jSg, und bedeutet Ic die Anzahl der Kanten des Poljgones, 
so bestehen die Relationen; 

1) % 4- 2«^, + 3% H =h'^\ + 2J>, + Zi-,~\ , 

2) «3 + 2ffli + Sag H = ii , b^ + 2b^ + 3?>,, + ■ ■ ■ = ß, , 

3) «2 + «3 +«4 H fcs + ^3 + ^4 + ' • 

unter den Kanten poiygonen P eines Polyeders bilden die zu 
den aufserhalb desselben gelegenen Punkten gehörigen Be- 
rührungspolygone ein geschlossenes System. Ein beliebiges 
Kanten polygon kann durch seinen Charakter nicht ändernde, 
stetige Variationen des Polyeders allemal in ein Berühruags- 
polygou übergeführt werden. — Irgend ein räumliches Polygon 
ist Kantenpolygon, wenn es von keiner der durch zwei auf- 
einanderfolgende Kanten gehenden Ebenen geschnitten wird. 
Es bleibt bei stetiger Variation sich selbst so lange isomorph, 
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Ij Einleitende üebecsieht,. 

als seine charakteriatisehen Merkmale 
liomorphe Kantenpolygone können stets unter Erhaltung ihres 
Chaiakteis stetig m Pinander übergeführt werden. Es folgt 
daraus dei Satz, daf=i zwei polyedrische Flächen S-^ und S^, 
wekhe von ungleich ■zeitig isomorphen Polygonen herandet 
werden, &tets durch stetige, ihre Gestalt nicht alterierende 
Väiiationen zu einer einzigen Polyederfläehe vereinigt werden 
können. 

Auf dem letzten Satze basiert die § 14 entwickelte De- 
finition enthaltender oder reducibeler Polyeder, welche die 
Grundlage der weiteren Theorie bildet. 

Von einem Polyeder Ä^ wird gesagt, es enthält ein an- 
deres Polyeder Ä^ oder nicht, je nachdem ea möglich oder 
unmöglich ist, auf seiner Oberfläche eine Gruppe einander 
auBsehiiefsender, von Polygonen P berandeter Bestandteile Si 
anzugeben, welche ebenso vielen die Oberfläche des enthaltenen 
Polyeders zusammensetzenden Flächen isomorph sind. Die aus 
einem enthaltenden Polyeder nach Ausechlufs der Bestandteile 
des enthaltenen entstehende, zwei- oder mehrfach berandete 
Fläche heifst eine Einschaltungs- oder Erweiterungsfläche des 
von den Randpolygonen der ausgeschiedenen Teile auf dem 
enthaltenen Polyeder gebildeten Netzes. Setzt sich die Ein- 
schaitungsfläche nur aus Grenzsechseckea zusammen, so wird 
sie eine Elementarfläche, das zu ihr gehörige Netz ein Ele- 
mentarnetz genannt, und es wird A^ aus A^ als durch Ele- 
mentarreduction, A^ aus A^ als durch Elementarerweiterung 
entstanden bezeichnet. Polyeder, die keine andern enthalten, 
heifsen irreducibele oder Stammpolyeder, alle diejenigen, in 
welchen sie selbst enthalten sind, aber abgeleitete Polyeder. 

Das einfachste unter den Elementarnetzen ist das Ele- 
mentarpolygon, dessen Erweiterungsfläche sich auf einen von 
zwei isomorphen Polygonen berandeten Elementargürtel redu- 
ciert. Die Theorie dieser Polygone bildet den Gegenstand der 
§§ 15, 16 und 17. Nachdem in § 15 ihre allgemeinen Eigen- 
schaften entwickelt, und in § 16 eine besondere Art, die Normal- 
polygone, behandelt worden, wird in § 17 die Existenz von 
Normalpolygonen und damit die elementare E r weiter ungsfahig- 
keit für jedes beliebige Polyeder nachgewiesen. Es führen 
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Einleitende Uctiersiolit. 7 

diese Untersuchungen auf eine zweite Classification der all- 
gemeinen convesen Polyeder, bei welcher die gegenseitige Ab- 
hängigkeit der Kanten mafsgebend ist, die aber des Näheren 
zu besprechen hier zu weit führen würde. 

Der § 18 führt einen neuen wichtigen Begriff, den Cha- 
rakteriatikenbegriff eines Kantenpolygones ein. Als die Cha- 
rakteristik eines höchstens fünfkantige ebene Kantenzüge ent- 
haltenden Polygones P wird der Zahleawert des Ausdruckes 
definiert: 

in welchem die tth sich auf denjenigen Bestandteil Sj, S^ des 
Polyeders beziehen, als dessen Randpolygon P aufgefafst ist. 
Der Grund zu dieser Definition liegt in dem Satze, dafs der 
vorstehende Ausdruck für zwei Randpoiygone eines aus ebenen 
Grenzsechs ecken bestehenden Gürtels sieh, wenn Überhaupt, 
nur im Vorzeichen unterscheidet, — Es werden dann die so- 
genannten Hexagonoide des Näheren behandelt, eouTexpoly- 
edrische Flächen von unbegrenzter Ausdehnung, die aufser einem 
beliebigen, etwa c-kantigen, ebenen Grundpolygone nur noch 
Grenzsechsecke enthalten. Dabei ergiebt sieh, dafs ein auf 
einem Hesagonoide H^ gezogenes Kantenpolygon P entweder 
die Charakteristik + c oder die Charakteristik + 6 bat, je 
nachdem es mit der Grundfläche einen Gürtel berandet oder 
nicht. Für den besonderen Fall c ^ 6 c' wird darauf nach- 
gewiesen, dafs, wenn P^ und P^ zwei Polygone der Charak- 
teristik + 6c' sind, das eine nicht einen dem anderen isomorphen 
Kantenzug enthalten kann, eine Eigenschaft, welche als die- 
jenige der Irreducibilität der Kantenpolygone eines Hesago- 
noides Sb^' bezeichnet wird, Aus derselben und der vorherigen 
folgt, dafs ein beiiebig im Räume gegebenes irreducibeles 
Kantenpolygon der Charakteristik + 6e' mindestens eine^n 
Kantenpolygone eines Hexagonoides Hec' isomorph ist. — In 
§ 19 werden diese Betrachtungen auf die Element arpoljgoue 
und deren Elemeutargürtel oder zugehörige Elementarhesa- 
gonoide ausgedehnt. Man erkennt, dafs alle Elementarpoly- 
gone sich in unendlich viele Klassen sondern, deren jede die 
sämtlichen Elementarpolygone eines Elementarhexagonoides 
umfafst, welches zu einem durch zwei positive ganze Zahlen 
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p, q = l, 2, . . . unzweideutig bestimmten Grundpolygoue ge- 
hört Es folgt daraus, dafs jedes Elementarpolygon die Oba- 
rafeteristik hat, und ferner, dafs jedem in beschränkterem 
Sinne auch die Eigenschaft der Irreducibilität zukommt, end- 
lieb, dafs jedes entsprecbend kreducibele Kantenpolygou der 
Charakteristik ein Elementarpolygon ist, — 

Durch die V erailge meiner ung des Char akter istikenbegviffs, 
welche derselbe in § 20 dahin erfahrt, dafs als die Charakte- 
ristik eines ganz beliebigen Kantenpolygon es der Ausdruck 
definiert wird: 

«8 + 2a, + 3«^ + 4a« H h^ — 2b^ - U^ ~ U^ , 

gewinnt man ein für die Discussion der allgemeinen und im 
Besonderen der elementaren Netze wertvolles Hilfsmittel. 

Die ersten auf die allgemeinen Netze bezüglichen Aus- 
führungen des § 21 lehren, dafs, wenn die Oberfläche des 
Polyeders durch m Kantenpolygone J*^, P^, ... in m getrennte 
Bestandteile Si, ä^, ... zerschnitten wird, zwischen den Cha- 
rakteristiken der Pf die Relation statt hat; 

C(F(ß,)) + C(P(S;)) + ■■■ + C(I-(S.)) _ 2 - 3(». - .2). 
Dieser Satz gilt auch dann noch, wenn unter den Polygonen 
Fi die Randpolygone einer einteiligen, m-fach berandeten, nur 
Sechsecke enthaltenden polyedrischen Fläche verstanden werden. 
Nach weiterer Ableitung der Kriterien dafür, ob ein beliebiges 
Netz Elementaruetz ist, oder nicht, wird eine Methode ent- 
wickelt, wie die zu einem gegebenen Elementarnetze gehörigen 
Elementarerweiterungen des Polyeders successive gefunden 
werden können. Von den so, und zwar in unendlicher Anzahl, 
resultierenden Elementar flächen wird darauf in § 22 gezeigt, 
dafs nur eine bestimmte endliche Zahl derselben irredueibel 
ist, alle übrigen dagegen reducibel sind, d. h, dafs, wenn die 
irreducibelen IndiTiduen bezeichnet werden durch 

F^', F„;\ . . . FJ"i, 
jede andere Fläche i^m"'+''' mindestens eines derselben in sich 
enthält. Der § 23 bezieht sich auf eine für die allgemeinen 
convexen Polyeder invarianter Art des Elementarnetzes, näm- 
lich desjenigen, welches bei jedem Polyeder durch dessen ebene 
Grenzpolygone gebildet wird. Unter den zugehörigen Elementar- 
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erweiteruQgeu sind zwei von besonderem Interesse. Sie be- 
stehen darin, dafs in dem einen Falle die sämtlichen Ecken, 
in dem anderen die sämtlichen Kanten des Poljeders durch 
Grenzseeheecte abgeschnitten werden. — In § 24 endlich 
werden einige den Elementarerweiterungen eines allgemeinen 
Polyeders gegenüber sich invariant verhaltende Eigenschaften 
desselben abgeleitet. 

Die E ntwi ekel un gen des vierten und letzten Abschnittes 
beginnen in § 25 mit der nochmaligen Formulierung des 
eigentlichen Problemes. Zufolge Zerfällung der für die all- 
gemeinen oonvexen Polyeder charakteristischen Gleichung 

3xs + 2374 + % — a;, — 2a;s — SiCg =12 

in die beiden anderen 

3a^ß + 2a;, + ^5 ~ 12 = m = ^ + 2% + 3«;, ^ , 

in welchen m notwendig eine positive ganze Zahl darstellt, 
läfst sich die Gesamtheit der Polyeder den aufsteigenden 
Werten m •= 0, 1, 2, ... entsprechend im Bereiche, die Po- 
lyeder eines bestimmten Bereiches gemäfs den verschiedenen 
Werteeystemen Xg, x^, %, 3^,, x^, ... in Stämme, die Polyeder 
eines Stammes nach den in ihm vorhandenen irreducibelen 
oder Stammpolyedem aber in Familien einteilen. Dabei bieten 
sich naturgemäfs die Fragen dar: 

1) Gehört zu jeder positiven ganzen Zahl m (0 iucl.) ein 
Polyederbereich? 

2) Definiert jedes ganzzahiige Lösungssystem 

^3 . ^4 J % I ^1} ä^fl J ^3 1 - - • 

der charakteristischen Gleichung einen Polyederstamm? 

3) Ist die Zahl der Stammpolyeder eines jeden Stammes 
endlieh? 

Die Beantwortung dieser drei Fragen macht den Inhalt 
der §§ 20 — 29 aus. Es ergiebt sieh, dafs alle drei zu bejahen 
sind. Zum Schlufs wird im § 29 noch eine allgemeine Bestim- 
mungsmethodo der Stammpolyeder eines gegebenen Stammes 
entwickelt und darauf an einem Beispiele durchgeführt. 

Königsberg, im Juh 1890. 
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Erster Abschnitt. 

Grundlagen einer Morphologie der eoiivexen Polyeder, 

§ 1. laomorplie eonvexe Polyeder. 
Zwei durch je n Ebenen abgegrenzte Körper sollen als 
isoinorph*) betrachtet werden, wenn nach beliebig, aber fest 
gewählter Bezeichnung der n Ebenen des einen durch 



unter den 3«! möglichen Benennungen der n Ebenen des anderen 
mittelst 

A,fc, ■■■,ß. 

mindestens eine von der Beschaffenheit existiert, dafs jeder 
Grenzeeke («j, «j, Wj) des einen wieder eine Grenzecke (ßi, ßi, ßi) 
des anderen entspricht. 

Aus dieser Definition isomorpher convexer Polyeder er- 
giebt sich sogleich deren Übereinstimmung in einer Reihe 
gestaltlicher Charaktere, nämlich: 

a) in den Anzahlen der Ecken und in denjenigen der 
Kauten, 

seitigen ^ flächen, 

b) m den Anzahlen der ft-, ," (jrenz , 

^ kantigen ecken, 

c) in den Anzahlen der Kanten, in welchen je eine Ä^- 

T , , seitige ^ fläche sich schneiden 
und eine Ik,-, .. (rrenz , , . , u. s. w. 

' kantige ecke gelegen sma 

■*) J£b deckt sich diese Definition isomorpher conTexer l'olyedDir 
ganz mit der Auffassung homologer Polyeder, welche C. Jordan seinen 
„Recherchee sur les polyfedres" (Bordtardts Journal Band 66 und 68) zu 
Grande gelegt hat. Vgl. auch deeaenr Eöenniö de reeherches sur la 
sjmötfie des poljedres non eulöriens, ibid. 66. 
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Alle diese Consequenzen linden ihren gemein aamen und 
vollständigen Ausdruck in der Bedingung der Gleichheit der 
Anzahlen der Ecken bezw. Kanten entsprechender Flächen- 
paare, indem aus einer solchen Beziehung der beiden Körper 
unmittelbar Isomorphismus gefolgert werden kann. — Denn 
da dann einerseits die Flächen «i und a^ mit den Flächen ß^ 
und (Sg in den Ecken anzahlen m^ und m.^, andrerseits das 
System («j, a^) mit dem System {ßi, ß^) in der Ecken- 
anzabl (i übereinstimmt, so werden, je nachdem (* den Wert 
»Hl + m^ oder den Wert m, + m^ — 2 hat, die Flächen ß^ 
und ß^ zugleich mit a^ und «^ entweder heine oder eine ge- 
meinsame Kante besitzen. 

Gäbe es nun auf Ä„ eine Ecke (k^, a^, ctg), deren drei 
Seitenflächen auf B„ drei Flächen ß^, ß^, ß^ entsprechen, die 
aich nicht auf, sondern erat aufserhalb S„ schneiden, so müfsten 
dieselben, da sie paarweise je eine Grenzkante bestimmen, eine 
Flächenzone bilden, welche die übrige Oberfläche des Polyeders 
in zwei völlig getrennte, für sich einfach berandete Bestand- 
teile scheidet: 

_e' = ^/, ß.;, .-., ß;, B" = ß,", ß,", ..., ßr, 

und es konnte JB„ keine Kante | /?/, ß^' \ enthalten. Aus der 
Thatsache, dafs auf Ä^ die )i — 3 Grenzpolygone 

eine einzige einfach berandete Fläche zusammensetzen, folgt 
aber, dafs dieses Polyeder mindestens eine Kante | k,', a^'\ und 
dafs folglich auch £„ mindestens eine Kante | /3/, ßt" \ besitzt. 
Die obige bezüglich der drei Flächen ^j, ^3, ß^ gemachte An- 
nahme ist mithin unzulässig, d. h. die drei Flächen bestimmen 
eine Ecke von JS„. Q. e. d. 

In engerem Sinne ist eine doppelte Art des Isomorphismus 
conveser Polyeder zu unterscheiden. Zwei solche Korper 

As=«i, Ka, ..., «n und B„ = ß,, ß,, ..., ß„^ 
sollen gleich oder entgegengesetzt gerichtet heifsen, je nach- 
dem zwei in entsprechenden Kanten 

|k,, «il und \ßi, ß,\ 
liegende, mit den Köpfen nach entsprechenden Ecken 
(ß,-, «i, a;) und {ßi, ßi, ßi) 
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gerichtete, ins Innere der beiden Körper blickende Beobachter 
entsprechende E^läclien 

«,-, ßi und ei/c, ßt 
zu gleichen Seiten, die einen zur rechten, die anderen zur 
linken haben oder nicht. 

In der That kann nämlich aus der Gleichheit oder der 
Verschiedenheit der gegenseitigen Lage der durch zwei ent- 
sprechende Kanten | k;, «^ | , | ^,-, ß/, | gehenden eorrespondie-, 
r enden Ebenen unmittelbar auf das analoge Verhältnis för 
jedes andere Paar zugeordneter Kanten geschlossen werden. 

Sei ein solches gegeben durch 

|tti', a,' I und 1/5,-., j3t \, 
und zwar sei vorerst i' = *. 

Wenn dann die beiden Grenzpolygone in k; xitid ß, resp. 
die aufeinander folgenden Ecken besitzen: 

(«,, tti, Ki), («t, «,, ttij, (kj^, «,-, aj,J, ..., ((tj,^, tt,-, ftt'), ■■■ 
(ß>, ßi, ß>d, iß^, ßi, ßO, (ß*„ßi, ^0. ■■-, iß>^,> ß^> ^*o, -.-, 
so zeigt die Anachauung, dasa, je nachdem den Kanten («;, «j,) 
und (ßi, ßi) gleicher oder entgegengesetzter Drehungssinn ku- 
komnii, successive auch die Kantenpaare 
]a;,a4,| und \ßi,ß,.\, |«,-,«ij und \ßi,ß^J,..., 
|Ki, ß*'| and 1^;, ß,- I 
in dem ihngen Übereinstimmen oder nicht. 

Falls nun i' ungleich * ist, so schneide man die beiden 
Kanten (k;, k») und («f, cci/) mittelst einer beliebigen Ebene. 
Dieselbe durchschneidet ein Flächen System: 

ffi , ai, «j, , ... «t^, ax, a,j, ■ ■ ■ ß» , 

(x, y = i', h-), 

in welchem je zwei benachbarte Flächen eine Kante gemein 

haben. Geraäfs dem Isomorphismus der beiden Polyeder mufs 

das Plächensystem 

ft, A, &,, .-•, fc,, A., ft, ■■, ft 

die nämliche Eigenschaft besitzen. 

Dann aber genügt die g-malige Wiederholung des vorigen 
Sehluasea, um die ursprüngliche Behauptung zu veriflcieren, 
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Zufolge der Unterscbeidutig zwischen gleieb und ungleich 
gerichtetem Isomorphismus zerfällt zwar die Gesamtheit der 
isomorphen convexen Polyeder eines he stimmten Typus in 
zwei im allgemeinen sich aussehhefsende Complexe. Dieselben 
stehen aber in der einfachen constructiven Beziehung, dais in 
Bezug auf jede beliebige Ebene des Raumes die Körper des 
einen als die Spiegelbilder der Körper des andern angesehen 
werden können. Daher reicht auch ein einziger Körper hin, 
um die jeweilige Gattung Tollständig zu repräsentieren. 

§ 2. Relationen zwischen den morphologischen 
Charakteristiken eines convexen Polyeders. 

Es ist bereits hervorgehoben worden, dafs durch den 
Isomorphismus zweier convexen Polyeder ftir diese die Con- 
stanz gewisser entsprechender Anzahlen bedingt ist. Die- 
selben fixieren den morphologischen Charakter der Gattung 
und können füghch als deren morphologische Invarianten be- 
zeichnet werden. Eine nähere Betrachtung zeigt alsbald, dafs 
sie nicht unabhängig von einander sind, dafs vielmehr zwischen 
ihnen zahlreiche Beziehungen stattfinden. 

Die drei ersten dieser Invarianten, die Anzahlen n, J: und 
r der Flächen, Kanten und Ecken, genügen bekanntlieh der 
Euler'schen Helationt 
1) « — Ä + r = 2 , 

Werden ferner die Anzahlen a:/, und y,, der A-seitigen Flächen 
und A-kantigen Ecken eingeführt: 

/i = 3,4, ...,w— 1, 
so treten folgende leicht zu erweisende vier Gleichungen hinzu: 

2i.) «, + I4 + \- I.-, - »; 

2b) 3x, + 4i4 H h (» ~ 1)«— 1 — 2'i. 

3a) J, + S»H Vv—i — r; 

3b) Si/, + 4l/j H h C" — l)»^i — 2* . 

Die Gieicliungen 2b) und 3b) lassen sieh echreibeji; 

2b) 3{ic, + »5 + ■ ■ ■) + 2(2^4 + iCj + 3i, + 2», + ■ ■ ) — 2t, 

3b) 30. + !,.+ .--) + 2(2y. + !/, + 3!/, + 29,+ ■.)-2t. 
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Demnacli ist jede der beiden Summen 

^s + ^ H uiid ;/3 + 1/5 H 

ohne Kest durcH 2 teilbar; also: 

Jn jedem convexen FoJyeder ist die A'HZcJii äer impaaren*) 

Grenz , eine qerade Zahl, 

ecken 

Speciell folgt hieraus: 

Ein Polyeder mit einer wtgeraden Anzahl von Grenz 

'"ecke. 

Multipliciert man die Gleichungen 2a) und 3a) mit 6 und 
subtrahiert alsdann von denselben resp. die Gleichungen 2b) 
und 3 b), so resultiert: 

2c) 3a^ + 2x^ + x^ — Xt ~ '2xs - 3x^ = 6h — 2h, 

3c) 3y„ + 2y^ -\-y-.-y,-2y^ — Zy^ = Qr—2h, 

oder, da die x und y nur positive ganze Zahlen einschliefslich 

bedeuten: 

4a) 33^3 + 2x^ + a^6 > 6« — 2Ä, 

4b) ?,y, + 2y^ + y,^S^r -21. 

Es bestehen daher scbliefslieh die beiden Ungleichungen; 

öa) ,^ + ,, + .,5[iV^], 

ob) ^3 + ?/* + 2/i, > [^'^^'"J- 

Nun berechnen sieh für ein convexes w-flach mit durch- 
gängig dreikantigen Ecken die Anzahlen r und li geniäfs den 
beiden Formeln 

ji — 7c + r = 2 und 2k = 3r 
als lineare Functionen von n, nämlich; 

r = 2« — 4, ;t = 3w — 6. 
Dadurch, dafs bei stetiger Variation der n Grenzebenen 
die 2w — 4 dreikantigen Ecken gruppenweise coincidieren, gebt 

*) Ich bezeiclme eine Grenz 
Bie durch eine paare oder nnpaare Anzahl von Kanten bestimmt ist. 
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eine gewisse Zahl der Kauten verloren, und zwar absorbiert 
das Auftreten einer jj-kantigen Bete genau sowohl p — 3 
Ecken als _p — 3 Kanten. Setzt man daher 

r+ p = 2« — 4, 
so ergiebt sich 

6« — 2Ä = 12 + 29. 
Also ist allemal 
4a) '6x^ + 2x^ + x,^ S 12 + 2p und 

5a) x,+ ^4 + ^6 5 4 + R-]- 

Ganz analog führt der reciprote Entstehungsprocess des Po- 
lyeders zu den Ungleichungen: 
4li) -{</, + 2v4 + 095> 12 + 21- und 

-^b) Vs + J/4 + >J ^ 4 + [^] 

üniej den n Grensßctclten hesw den r Grenseclen eines 
ieMigen cownexen Fohfeder'! ecbtsUetm somit stets mtndestetis 
4 + I ^J tesp 4 + j ^Ji "efcAe durch iimiqei als bicfis Kimim 
bebtimmf sind 

Auch tur die Summe 3; + j/, l^'i^t ?ich eme uuteip (iren/e 
angeben Unter Benutzung dei Crleichungen 2i) und 3 a) 
nehmen 2 b) und 5b) die Form an 

2b) 2Js -j- x^ = 4n -\- Xr, -\- 2xe -\ , 

3b) 2/s + ?/3 = 4r + j/, + 2i/, + .-.. 

Äddirt man die Gleichungen und wendet die Relation 1) an, 

30 erhält man: 

6) =t,+s,3_8 + fe + !,.) + 2(,2;. + !,,) + -.^ 

In jedem convexen Polyeder hat die Gesamtzakl der drei- 
seiiigen Flächen tmd drmkantigm Ecken die Zahl 8 mm Mi- 
nimum. ■ 

Den fünf „Stammgleichungen" 1), 2) und 3) subordiniert 
sind weitere Gle ich ungs syst eme, die sich auf die Art der Zu- 
sammensetzung eines jenen genügenden Flächen- und Ecken- 
systems zu der Gesamtoberfläche des Polyeders beziehen. 

Bezeichnet einerseits x die Anzahl der p-seitigen Grenz- 
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flächen, welche durch Äg-kantige Ecken gehen, 

y die Anzahl der g/kantigen Ecken, welche in Äß-seitigen 

Grenzflächen liegen, so muss sein: 

') 2 >":';;,= 2 "C 

p, 2 == 3, 4, 5, , . . , m — 1 ; 

j> = 3, 4, ■ ■ ■ , n — 1 ; 

q = S,4,---,n—l. 
Es mag genügen, hier auf die Existenz solcher und ähn- 
licher Gleichungen hingewiesen zu haben. Für die weiteren 
Betrachtungen sind dieselben ohne Bedeutung. 

§ 3. FundamentalconÄtruGtionen. 

Der naturgemäfse Entstehungsprocers eines convexen 
M-flachs Ä„ besteht darin, dafa von einem aus w ^ 1 seiner 
Ebenen gebildeten n — 1-flach Ä„—i mittels einer «*™ Ebene 
ß„ ein (in -|- l)-fiaeh -4^+1 abgeschnitten wird, wenn m die 
Anzahl der Seiten der in k„ gelegenen Grenzfläche von A^ be- 
zeichnet. Ganz analog wird das (n — l)-äach A,^i mittelst 
einer (n — 1)*™ Ebene a^—i aus einem (n — 2)-flach j4,j_g 
dieses mittelst einer (n — 2)'™ Ebene a,^ä aus einem (« — 3)- 
flach An—s, u. s. f., schlierslich das 5-flach A^ mittelst einer 
fünften Ebene Kj aus einem 4-flach A^ abgeleitet. 

In diesem Construetions verfahren motivieren die Aus- 
führungen des vorigen Pai'agraphen eine wesentliche Verein- 
fachung. Da nämlich laut Forme! 4a) jedes Polyeder Ah min- 
destens vier Grenzflächen besitzt, die sämtlich höchstens fünf 
Seiten besitzen, ao kann allemal die Ebene «/, mit der Ebene 
einer dieser Flächen identificiert werden. Hierdurch tritt aber 
der folgende fundamentale Satz in Evidenz: 
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Theorem 1. Jedes convexe Polyeder kann aus einem durch 
vier seiiter Grenseienen 'bestimmten Tetraeder lediglich mittelst 
drei-, vier- und fünfsdtiger ehener Schnitte conslruiert werden. 

Um von einer derartigen Oonatruction, einer sogenannten 
Pundamentalconstrucfcion, eine klare Vorstellung zu gewinnen, 
acheint es zweckmäfsig, einige Operationssymbole einzuführen: 
Je nachdem die Ebene a„ eine drei-, vier- oder fünfseitige 
Grenzfläche des Jt-flachs Ä„ enthält, schneidet sie von dem 
(n — ■ 1)- flach An—i eine dreikantige Ecke {ai, «t, «;), eine 
Kante | «i, ßi| oder zwei in einer Ecke sich treÜende Kanten 
1«;, ß*| und I «;, ai\ ab. Ich wähle für diese drei Operationen 
resp. die Schreibweisen: 

Geht im besonderen die Ebene k„ durch eine oder mehrere 
Ecken o, £i, ... von A„^i, so soll zum Ausdruck hierfür ge- 
schrieben werden: 

Unter Anwendung dieser Bezeichnungsweisen ergiebt sich 
beispielsweise als Schema einer speciellen F.-Constraction eines 
Pentagon- Dodekaeders, wenn man ctj, Kg, ot^, a^ zu den Ebenen 
des F.- Tetraeders Ä^ wählt: 

«. - («>, «., «.). ". - («„ '„ «.), «. ^ i «., «, I, 

.,^|«„».|, «,^|«„«.|, «„^!»„«.|, «„ - |»„«,|, 

Dafs und wie im allgemeinen aus einer gegebenen F.-Con- 
struction die Kanten und Ecken einer beliebigen Grenzfläche 
des resultierenden Polyeders zu bestimmen sind, zeigt folgende 
Überlegung: Gesetzt, es sei die Aufgabe in Bezug auf die 
Grenzflächen des von den vier F, -Ebenen und den ersten 
m Scbnitten gebildeten (4 -|- »w)-flachs bereits gelöst, so ordne 
man die Seitenflächen einer Grenziläcbe a^*) desselben zu einer 
Folge; 



■ Grenzfläche kurz durch ihre Bbeae be- 



y Google 



18 Erater Abschnitt. 

in welcher je zwei benachbarte Flächeo mit Kj eine Grenzecke 
bestimmen. Dann mufs der erste unter den übrigen n — m — 4 
Schnitten 



welcher die Grenz Verhältnisse m ai verändert, durch ein Ope- 
rationsaymbol definiert sein, das seinem Typus nach zwischen 
nachstehenden vier Formen wechseln kann: 



1) .•-•-(«, 



2) «' -- 

4)«-- 



Entaprechoud diesen vier Möglichkeiten ordnen sich die Seiten- 
flächen von (ti resp. zu den vier Reiheu 

1) 

2) 

3) «.,, 

4) 

Auf ganz analoge Weise ist nun die nächstfolgende Seiten- 
fläche von «i zu ermitteln und unter die schon vorhandenen 
einzureihen u. s. f. 

In dem obigen Beispiele des Pentagon-Dodekaeders findet 
man so als Seitenflächen der zwölf Grenzflächen 



*) 



,v- 



Ana den bisherigen Eröi-terungen erhellt, dafs jede F.-Con- 
struction zu einem gestaltlich unzweideutig bestimmten con- 
veaen Polyeder fuhrt, d. h. dafs übereinstimmende F.-Conatruc- 

*) Dnrcli das Sjmbol «^ | iX), soll auBgedrüokt werden, dafa die 
beiden Grenzflächen a. unä a^, eine Greuzkacte In',. , aA gemein haben. 
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tionen steis isomorphe Körper ergeben. Dagegen zeigt schon 
die Constmctionsanatyse eines Tetragon- Hexaeders, daTs auch 
verschiedenen F.- Constructionen isomorphe Resultate ent- 
sprechen. Denn stellen wieder a^, a^, %, k^ die vier P.-Ebenea 
dar, so bestimmt jede der beiden Constructionen 
1) «,-*-(«,, «3, «i), «,-^1«,,«,! und 

ein Tetragon-Hexaeder. Diese Mehrdeutigkeit in der Reduction 
eines convexen Polyeders auf eine F.- Conatruction bildet das 
wesentlichste Hindernis für die Ausführung des an sich nahe- 
liegenden Gedankens, von den F.-Constructionen aus die Syste- 
matisierung*) der verschiedenen Polyedertypen zu versuchen. 

§ 4. Allgemeine und singulare convexe Polyeder. 

Die vergleichende Betrachtung der convexen Polyeder in 
Bezug auf ihren Allomorphismus bedingt in erster Linie eine 
Zweiteilung derselben in allgemeine und singulare. Allgemein 
in morphologischem Sinne ist ein conveses Polyeder, wenn in 
jeder Ecke genau drei, singulär, wenn auch nur in einer Ecke 
meJir als drei seiner Grenzflächen zusammenstofsen. Während 
also die Gfrenzebenen eines allgemeinen Polyeders an die 
einzige Bedingung gebunden sind, auch wirklich ein und den- 
selben ganz bestimmten Raum e inzu schlief sen, finden zwischen 
denjenigen eines singul'ären noch lineare Abhängigkeiten statt. 

Jedes singulare convexe Polyeder stellt einen gemein- 
samen Grenzfall mehrerer allomorphen allgemeinen Polyeder 
dar. um eines der letzteren zu erhalten, wähle man, wenn 

♦) Die Figuren der Tafel (1) vevanachaulichen die verachiedenen 
Typon der von weniger als acht Ebenen begrenaten allgemeinen Po- 
lyeder, Das Gonstrnctionsprincip derselben, sowie derjenigen der anderen 
Tafeln besteht darin, dafa innerhalb des über einer Grenzfläche ^a,) 
von An durch die Grenzebenen bestimmten Seilenkörpers ein Punkt an- 
genommen, und aus demselben die Oberfläche des Polyeders, d. h. dessen 
Eclien und Kanten auf (a^y projiciert wird. Man öberzeugt sich leicht, 
dafs As stetig und sich selbst isomorph in seinen so erhaltenen Schein 
übergeführt werden kann und zwar lediglich durch Drehung der Ebenen a 
(i ^ 2, 3, . . . «) um die festen Geraden 1 «^ , ft, |. 
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«1 , . . ■ , ß„ die Grenzebenen des gegebenen singulären Po- 
lyeders Ä„ sind, in denselben n Geraden g^, . . ., (/„, so dafs 
keine von ibnen irgend eine Yerbindungsgerade zweier Ecken 
von Ä„ schneidet. Dreht man alsdann zuerst a^ um ff^ in 
eine solche Lage «/, daXs weder in dem dabei durchstrichen en 
Räume noch auch in «i' eine Ecke von A„ enthalten ist, 
dreht darauf unter Zugrundelegung des von den n Ebenen 
a,', «ä , . . . , «B gebildeten j^eders Ä„' a^ entsprechend um g^ 
in eine La^e «/ u. s. f., so ist das Endresultat ein allgemeines 
«-eder J.*"', welches mit Ä^ insofern isomorph ist, als einer 
Kante | «s , «^ | von Ä„ auch wieder einer Kante | «/, «/ 1 von 
J.^"' entspricht. Die Art der hierbei erfolgenden Auflösung 
einer „singulären" Ecke von A„ in ein System mehrerer ge- 
trennten Ecken von ^l' ist abhängig einerseits von den Lagen 
derjenigen Geraden g, welche in den die Ecke enthaltenden 
Ebenen a liegen (als Charakteristikum einer bestimmten Lage 
die Art der Verteilung der besagter Ebene angehörigen Ecken 
auf die beiden durch die Gerade getrennten Halbebenen auf- 
gefafst), andrerseits von dem Sinne einer jeden der mit diesen 
Ebenen ausgeführten Drehungen, Tritt in dem einen oder in 
dem anderen oder in beiden Punkten eine Änderung ein, so 
auch in dem morphologischen Charakter von ^^"■ 

Die singulären convexen Polyeder können wiederum je 
nach dem Grade ihrer Singularität in Klassen geordnet werden. 
Als besagten Grad definiere ich für ein ainguläres »i-flach A„ 
die Gröfse 

?/i + 2*/, H h (" - 4)j/.-i = 2Ä - Sr, 

eine Zahl, der successive die Werte 1, 2, 3 u. s. w, beizulegen 
sind, und durch welche die Anzahl der zwischen den Grenz- 
flächen unabhängig von einander bestehenden linearen Depen- 
denzen angegeben wird. 

Eine erschöpfende Morphologie der convexen Polyeder 
hätte zuerst die Klasse der allgemeinen, dann in aufsteigender 
Reihenfolge die verschiedenen Klassen der singulären zo be- 
handeln. Ich werde mich in den weiteren Untersuchungen 
ausschliefsHch auf die allgemeinen convexen Polyeder beziehen. 
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§ 6. Die Ereuanng'etaiiten eines allgemei 

§ 5. Die Kreuaungskanten eines allgemeinen convexen 
Polyeders. 

Ist du allgemeines coiwexes Polyeder gegeben: 
A = «i, «a. ■■■- «" = 
so nenne ich eine Kante ]«*, «< | eine Krmmngskante des- 
selben, wenn die Eckpunkte der Kante durch zwei Grenz- 
flächen Oi, Um bestimmt werden, welche sich aufaerhalb ^b 
schneiden. 

Dureh dne beliebige Grmzecke o = (ctj , a^, ccg) gehen im 
allgemeinen mindestens swei Krmstmgskcmtm. Denn sind 6, c, b 
die zweiten Eckpunkte der Kanten | «i , «a | , | «a , «g | , | «g , «,1 
und sind a^, a^, «g die durch dieselben gehenden Grenzebenen, 
so zeigt die Anschauung, dafs falls die Gerade («^ , a^) Kante 
von A„ ist, die Geraden | Kä , «gl und | «^ , a^\ ganz in den 
Äufsenraum von ^„ fallen. Eine Ausnahme von dieser Regel 
tritt in dem Falle ein, wo a Ecke eines Grenzdreiaeits ist. 
Vertritt nämlich a^ die Ebene des letzteren, so sind «^ nnd 
Kg identisch, und | % , k^ | ist die einzige durch a gehende 
Kreuzungak ante . 

Die Bedeutung der Kreuzungakanten erkläri sich aus 
folgendem Satze : 



vexen Polyeders An stetig im Maume variiert, so wird eme mor- 
phologische Änderung desselben stets dann und nur d(mn ein- 
trete wenn nach erfolgter Goinddene der Eckpwnkte («;, «*, ai) 
und {dm , «1 , ßj) ^rw Kreuffimgskante | a* , «j | diese (M(S der 
Beihe der Kanten von A„ ausscheidet, während mgleich die vor- 
herige Aufsemgerade | «j , «ml in die Beihe der Kanten neu ein- 
tritt. Doöe* Mimen die Variationen der Ebenen « stets so ge- 
wählt werden, daß jede beliebige KrewswigsJcante aitsgeschiedm 
wird. 

Was den ersten Teil dieses Sataes anlangt, so wird dessen 
Richtigkeit unmittelbar durch die Anschauung bestätigt. Um 
die Natur der jedesmal eintretenden morphologischen Ände- 
rungen von A^ ganz zu übersehen, seien die Seitenanzahlen 
der in den Ebenen «,-, «i, «», a„, liegenden Grenzflächen vor 
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deren Kreuzung durch f*;, {i^, ^i, (in,, nacli der Kreuzung 
durch ft/, fti', ((/, ftm' bezeichnet. 

Zufolge des ßolleuweehsels der Geraden ]«*, «ij uod 
\«-,, (E„i| bestehen zwischeu diesen 2 ■ 4 Zahlen die Beziehungen: 

^Uj. — 1 = (i^j ([, — 1 =^ ji,' ; 

,11; + l = ft,', fl,„ + 1 = ft,„'. 

Den zweiten Teil des Satzes betreffend wähle ich A^^.tt^, 
1*2 1 «3 1 «1 ZI' einem Kr euaunge vier flach mit | «^ , «g j zur 
Kreuzungskante, so erledigt sich zunäehat der Fall, wo wenig- 
stens eine der beiden Ebenen «^ , a^ ein Grenzdreiseit ent- 
hält. Alsdann genügt nämlich eine einfache Drehung der 
betreffenden Ebene a| um die der Ecke (aj, a^, a^ gegen- 
überliegende Seite des Dreiseits, die gewünschte Kreuzung von 
jßg, cigj und I Kj , «4 I herbeizuführen. 

Aus der weiteren Bemerkung, dafs An als Tetragon- 
Hexaeder bestimmt ist, falls die vier Ebenen Kj, «2. "^si "^i 
je ein Grenzvierseit enthalten, und dafs dann eine einfache 
Drehung der Ebene «, um die Verbindungsgerade der als fest 
1 Ecken («j , a^ , ce^) und (u^ , «^ , c.^) gleichfalls 
1 Kreuzung führt, folgt, dafa Ton den Grenz- 
flächen der vier Ebenen höchstens drei als Vierseite, die vierte 
mindestens als Fönfseit vorausgesetzt werden kann. 

1) Es mögen c^ , a^, % je ein Grenzvierseit, «^ ein Grenz- 
fönfseit enthalten. Bezeichnen «^ und k^ diejenigen zwei 
Ebenen, welche reap. die auf den Kanten (k^, Kj | und \a^, a^\ 
ausser (a^, a^, a^) noch liegenden zwei Ecken von A^ be- 
stimmen, so zeigen die gemachten Annahmen, dafs ihre beiden 
'Grenzflächen mindestens je fünfseitig sind. Wenn nun die 
Anzahlen der in den sechs Ebenen «^ , . . . , a^ vorhandenen 
drei-, vier- und fünfseitigen Grenzflächen resp. durch ^e^', «/, x\, 
die entsprechenden Anzahlen für die übrigen »t— 6 Ebenen 
«, , . . . , a« durch resp. a^g", x^', x^ ' bezeichnet werden, so er- 
giebt sich unter Benutzung der im § 2 erwiesenen Ungleichung 

3 fe'+ <") + 2«+ O + {<+ O > 12 , 

die andere 

3ic,"+2a;4"+»;,">3. 
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2) Es mögen in den vier Ebenen «^, ct^, «g, «j höchstens 
zwei Gronzvierseite und höchstens zwei (:tienztunfseite hegen. 
— Da |ß^, «4 I Aufsengerade von Aa lat, so existieien unter 
den übrigen n^i Grenzebenen notwendig zwei, etwa w^ und ccg, 
deren Schnittgerade Kante von Ä^ ist, und die mit den ersten 
vier Ebenen ein Sechsflach bestimmen, in Bezug auf welches 
l'^ii "^il gleichfalls Aufaengerade i=!fc Die Gren^polygone in 
«5 und «g können nicht beide Dreiseite sein, da son^t A„ als 
ein Tetraeder bestimmt wäre. Also mufs das eine mindestens 
ein Dreiseit, das andere mindestens ein Vierseit sein. Werden 
jetzt wieder die sechs Ebenen a,, . . ., a^ den w — 6 Ebenen 
«7 1 ■ ■ -i "n gegenübergestellt, und mit Bezug auf erstere die 
Anzahlen x^, x^, x^, mit Bezug auf letztere die Anzahlen 
xl' , x^', X^" eingeführt, so gelten den gemachten Annahmen 
zufolge die Beziehungen: 

3<+ 2x^+3)^' <_ 11 

3:^3"+ 2x^'-{- xi' > 1. 
Durch die den beiden Annahmen 1) und 2) entsprechenden 
zwei Ungleichungen 

1) 3%"+ 2<'+ %" > 3 

2) 3<'+ 2x1'^ xf > 1 
wird folgendes bewiesen: 

Ist A^ ein Kreuzungsvierflach von A^, dessen Seiten- 
flächen kein Grenzdreiseit enthalten, so lassen sich stets zwei 
weitere Grenzebenen «5 und a^ bestimmen, deren Schnittlinie 
eine Kante von A„ ist und die mit A^ zusammen ein Tetragon- 
Hexaeder constituiereu , in Bezug auf welches A^ gleichfalls 
Kre uz ungs vier flach ist. Dann giebfc es unter den übrigen 
n — 6 in den Ebenen ßj , . . - , a„ gelegenen Grenzflächen von 
An mindestens eine, etwa die in «„, welche von höchstens 
fünf Seiten begrenzt ist. 

Scheidet nun a„ aus der Begrenzung von A„ aus, so 
bleibt A^ als Kreuzungsvierflach von A^ auch Kreuzungs- 
vierÜach für das resultierende {n — l)-flach ^,4—1. Es wird 
daher A^ entweder in einer der beiden Ebenen «, , a^ ein 
Grenzdreiseit des Polyeders A^—i enthalten, oder mit Be- 
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zug auf letzteres die unter 1) und 2) gemachten Annahmen 
erfüllen, — Im zweiten Falle giebt es unter den w ^ 7 Grenz- 
ebenen «j , , . . , dn—i wiederum mindestens eine, etwa a„— i , 
welche das (n — l)-fiaeh ^„— i in einem Polygon mit weniger 
als aeeha Seiten begrenzt. Scheidet diese Ebene aus der Be- 
grenzung Ton Ä,^i auSj so bleibt Ä^ Kreuzungsvierflaeh von 
Ag und folglich auch von dem resultierenden (w — 2)-flach 
Ar^i, und wieder wird entweder eine der beiden Ebenen %, «^ 
ein Grenzdreiseit von -ä„_a oder mindestens eine der n — 8 
Ebenen «,, , . ., ««_«, etwa ««— g, ein von weniger als sechs 
Seiten be-grenztes Grenzpolygon enthalten. ~ Im zweiten Falle 
ist die eingeschlagene Analyse fortzusetzen und in derselben so 
lange fortzufahren, bis man entweder auf ein »a-flaeh A,„ stöfst, 

welches in a^ , resp. in cc^ ein Grenzdreiseit besitzt oder bis man 
zu dem Hexaeder A^ gelangt. 

Berücksichtigt man aber, dafs in dem einen wie in dem 
anderen Falle eine einfache Drehung von «j oder von «^ um 
eine feste Gerade ausreicht, um die Coincidenz der beiden 
Ecken (kj , a^ , (tg) und («^ , a^ , «g) in der verlangten Weise 
he rbeizuf (ihren ; erwägt man ferner, dafs sowohl eine Ebene 
«m+zi als eine Ebene ct$^, in ihrer Lage zu den Ebenen mit 
kleineren Indices durch i^ine F. -Operation bestimmt wird, welche 
von den genannten zwei Ecken durchaus unabhängig und also 
durch deren gegenseitige Lage in ihrer Ausführbarkeit nicht 
im geringsten gestört wird, so erhellt, wie die n Grenzebenen 
von A„ stets so stetig variiert werden können, dafs genau die 
gewünschte Kreuzung der Geraden | «^ , cc^\ und | «j , «^ | und 
nur diese eintritt, Q. e. d. 

Aus der Thatsache, dafs eine Änderung in dem morpho- 
logiscben Charakter eines allgemeinen Polyeders immer und 
nui zugleich mit einem Wechsel m dem Systeme der Kreuzungs- 
kanten eifolgt, kann geschlossen weiden, dafs der morpho- 
logische Chaiaktei duich d^& S>stem der Kreuzungskanten 
vollkommen und unzweideutig bestimmt ist; mit andern Worten, 
rfa/ö eimsoJtm miei allgememm Foliie-detn Isomorphisnms staU- 
]iat imu ''le ni den S^-rf men d<r Ktmz%mgsh<mtm überein- 
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stimnmt. Dieser Sdilufs ist auch direct leicht zu bestätigen. 
Denn sind j1„, und .B^ die beiden Polyeder, und ist («,-, k* , «,) 
irgend eine Ecke des ersten, so giebt es bekannthch unter 
den drei Kanten |ß;, ffj:|j ]«*, «([ und \c:t, k,-] mindestens eine 
Kreuz angab ante, etwa [«,-, «* |. Dann aber ist nach Voraus- 
setzung die Gerade \ßi, ß^\ Kreuzungsicante pon B„, und ßt 
eine durch einen Endpunkt dieser Kante gehende Grenzebene. 
Also entspricht einer Grenzecke («;, «*, «;) Ton j4„, wieder 
eine Grenzecke (ßi , ßi, , ßij von B„, , d, h. die beiden Polyeder 
sind isomorph. 

Hält man ein beliebiges M-eder Ä^ vom Typus A fest 
und definiert die kleinste Anzahl m von Kreuzungen, vermöge 
deren A„ in ein M-eder S^ vom Typus B übergehen kann, 
als das Mafs der morphologischen Differenz oder Distanz von 
A und B, eo ordnen sich die einzelnen Gattungen des all-" 
gemeinen convexeii «-eders entsprechend der Gröfae ihrer Ab- 
stände von der Gattung A in Gruppen. Es besteht im Princip 
keinerlei Schwierigkeit, successive die dem Typus A „benach- 
barten" Typen der ersten Gruppe, aus diesen diejenigen der 
zweiten u. s. f., sehliefslich aus allen vorhergehenden die Typen 
der letzten Gruppe abzuleiten und so ein natürliches System 
der allgemeinen convexen M-eder aufzustellen. Dabei scheint 
es im Interesse der Übersicht geboten, zum Kern des Systemes 
ein n-eder mit möglichst vielen, nämlich mit 3» — 6 Kreuzungs- 
kanten zu wählen. Das allgemeine Bildungsgeaetz eines solchen 
Körpers ergiebt sich aus der Beobachtung, dafs derselbe ein 
Grenzdreiseit nicht enthalten kann, dafs er femer durch die 
Einführung, wie durch die Ausscheidung eines Grenz vier seits 
in einen analogen Körper übergeht, und dafs endlieh die Ein- 
führung und Ausscheidung eines Grenzfünfseits den gleichen 
Erfolg hat, aufser in dem Falle, wo die genannte Operation 
die Entstehung eines Grenzdrei seits nach sich zieht. Wendet 
man daher die als zulässig erwiesenen Operationen in allen 
möglichen Combinationen nach einander auf das Tetragon- 
Hexaeder und jeden neu resultierenden Körper an, so wird 
man alle verlangten n-eäer erhalten. Unter denselben erscheint 
wiederum ein Körper von dem Typus eines n — 2-kantigen 
i der Oonstruction nach am einfachsten. Ist nämliCh 
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Jie Gerade |a^, a^ | eine Kante eines Tetragonliexaeders A^, 
so fübren die Operationen 

zu dem gewünschten Polyeder. 

Eine ähnliche, wenn auch nicht gleich ausgezeichnete 
Stellung; wie die «-eder mit der Maximalzahl, nehmen, die- 
jenigen mit der Minimalzahl von Kreuz ungakanten ein. Ein 
solches ist durch die Bedingung bestimmt, dafa unter seinen 
Grenzflächen möglichst viele Dreiaeite vorkommen. Da nun 
eine Grenzecke nicht mehr ala einem einzigen Dreiseit an- 
gehören kann, weil sonst zwei Dreiseite eine Kante gemein 
hätten, und mithin das Polyeder ein Vierflach sein müfste, so 

folgt, dafs höchstens — - — Grenzdreiseite vorhanden sein 
können. Um einen Körper mit dieser Anzahl von Grenzdrei- 
aeiten zu coostruieren, hat man aus n — — j-— Ebenen irgend 

ein Polyeder zu bilden und von demselben — ^ — Ecken 
mittelst ebenso vieler weiteren Ebenen abzuschneiden. Die 
Anzahl der Kreuzungskanten des resultierenden «j-flachs stellt 
sich im allgemeinen auf 



-("^[^D-. 



eine Zahl, welche, fulla n von der Form 6w + 6 i 
eine Einheit vermindern kann. 



§ 6. Die Continuität einer Polyedergattung. 

Die bisherigen Betrichtungen finden soweit sie sich auf 
das allge neme couvexe Pclyedei beziehen eine wesentliche 
Eiganzung und zuglciuh einen gewis en Abschlufs m dem Sdtze 

Theorem 2 Zwe^ isommphi allyemaub convexe Folyede} A 
wtid £, lassen sich allemal stetig und unter Erhaltung ihieb 
morpliologtschen Chtwahfers m einanäe} uherfuhim 

Um den Satz vorerst fnr den einfachsten Fall Ji = 4 /.w 
veiifieieienj brmge man entaiiechende Ebenen zum g ^en 
seitigen Duiühschnitt Das Ebenenpaar a ß-j teilt den L,a.um 
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in zwei Paare von Scheite IräumeD, von denen das eine durch 
(Ki , ß^\ , das andere durch (a, , ft)g bezeichnet werde. Liegt 
der Punlit («j , cCg, «^ aufserhalb des Raumes («i, /5j)j, so 
drehe man «j um \ki, ßi\ innerhalb desselben, andernfalls 
innerhalb des anderen, bis in die Lage von ß^. Hierdurch 
geht das Vierflach k^, a^, «g, «^ isomorph mit sieh selbst 
stetig in das andere (5j , a^, a^, a^ ilber. Ganz analog wird 
dieser Körper in das Vierflach ß^^, ß^, «3 , a^, dieses in ßi, ßs, 
ß^, a^, und dieses endlich in ßi,ßi,ßs, ßt übergeführt werden. 
Gesetzt, der Satz sei successive fflr die Fälle m = 6,6, 
. .., w — 1 bewiesen. Um ihn auf den Fall m^n auszudehnen, 
sind mehrere Eventualitäten zu erörtern. 

1) Kommen unter den Grenzflächen der beiden w-eder, 
etwa in «„ und ß„, Dreiseite vor, so sind auch die beiden 
(n — l)-flache A^—i und B,^± offenbar allgemein und isomorph. 
Während nun Ä^-i isomorph mit sich selbst stetig in £«„1 
übergeführt wird, kann gleichzeitig die Ebene «„ so continuier- 
lich fortbewegt werden, dafs sie stets aufserhalb der Ecken 
des zugehörigen (n — l)-flaehs verbleibt. Bezeichnet «„' ihre 
Endlage, so wird einer der beiden Räume («„', ßa)i und 
(a„', ß^\ alle, der andere keine Ecke von B«_i enthalten. 
Dann vollendet eine einfache Drehung von a„' um die Gerade 
|tt„', ^„1 innerhalb des zweiten Baumes die gewünschte Über- 
führung von A„ in Bn- 

2) Es seien unter den Grenzflächen von A„ und B„ zwar 
keine Dreiseite, aber in den Ebenen «„ und /5„ zwei Grenz- 
vierseite vorhanden. Dann werden die Körper A,^i und B„~] 
entweder ebenfalls isomorph oder benachbart allomorph sein. 
In beiden Fällen lasse man A,^i continuierlich in B^—i über- 
gehen und zwar im ersten Falle isomorph mit sieh selbst, im 
zweiten Falle durch einen Grenzzustand hindurch, in welchem 
eine Kreuzung der vier Seitenflächen des in «« gelegenen Grenz- 
vierseits eintritt. In jedem Falle kann, aber die Ebene «„ 
gleichzeitig so stetig variiert werden, dafs sie aufserhalb der 
Ecken des jeweiligen (n — l)-flachs verharrt. Wenn daher 
A„^i in B„—i übergegangen ist, wird ß„ stetig eine Lage «„' 
angenommen haben, aus der sie durch einfache Drehung um 
I «„', ß„ I in die Lage ß„ gelangt, ohne dabei eine Ecke von 
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jß,,—! ZU passieren. Dann aber ist wiederum A„ stetig und 
mit sich seibat isomorph in iJ„ übergeführt. 

3) Wenn endheh A„ und B„ weder dreiseitige noch vier- 
seitige GrenKÜächen besitzen, so können und solleo die Ebenen 
ctn und ß,i zu denjenigen gerechnet werdea, welche Grenzfünf- 
seite enthalten. Unter dieser Voraussetzung seien Kj , a^, 
•.., ctg und ßi, ß^, ,.., ß^ diejenigen Grenzebenen, welche 
resp. durch die Seiten der Fünfaeite in a„ und ß^ gehen. 
Dieselben bestimmen zusammen mit den zuletzt genannten 
zwei Ebenen je ein Sechsflach. Hierbei kommen aber mehrere 
Möglichkeiten in Frage: 

a) Die beiden Sechsflache können in dem Sinne isomorph 
sein, dafs gleich indicierte Grenzflächen einander entsprechen. 
Daim sind auch die beiden n — 1-flaehe A,^-± und B,^i in 
demselben Sinne isomorph. In diesem Falle genügt es, A^—i 
stetig und sich selbst isomorph in B„_i überzuführen und 
dabei a„ so continuierlich fortzubewegen, dafs diese Ebene 
aufserhalb der Ecken des begleitenden (« — l)-flacha ver- 
bleibt, bis schliefslieh eine einfache Drehung von k, um die 
Schnittgerade \a„, ßn\ das «-flach Ä^ auf die verlangte Weise 
in B„ übergehen läfst. 

b) Sind dagegen die beiden Sechsflache allomorph und 
nimmt man," was zulässig ist, an, dafs in a, und ec^ je ein 
Grenzdreiseit, in a^ und a^ je ein Grenzvierseit, in k^ ein 
Grenzfünf seit gelegen sei, so hat man rücksichtlich des zweiten 
Sechsflaehs im wesentlichen folgende zwei C du structions weisen 
zu unterscheiden: Entweder enthalten ßi und ßg je ein Drei- 
seit, ß^ und ß^ je ein Vierseit, und ß^ ein Fünfseit, oder es 
liegen in ^^ ^^^ ßb j^ ^^^ Dreiseit, in ß^ und ß^ je ein Vier- 
seit und in ß^ ein Fünfseit. 

Im ersten Falle kann die Gerade | «^ j «4 1 nicht Kante 
von A^ sein, da sonst, dem Isomorphismus von A^ und !!„ 
zufolge, die Gerade l^^, ß^l auch Kante von -E„ und nicht 
von B„_i wäre. Die Gerade | «3 , a^ \ ist daher Kreuzunga- 
kante von A„^i. 

Im zweiten Falle folgt aus analogen Gründen, dafs die 
Geraden | «j , «3 1 und | % , «^ | Kreuzungskanten von A,^i sind. 
Wenn nun A„ isomorph mit sich selbst so stetig variiert 
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wird, daTa im ersten Falle einmal die vier Ebenen Kj , a^, «3 , a^, 
im zweiten Falle erst die vier Ebenen «^ , a^, «j, «5 und dann 
die vier anderen a, , «3 , cc^, a^ zur Kreuzung gelangen, während 
Kreuzungen anderer Ebenenquadrtipel ausgeeciilossen bleiben, 
so gelingt es ohne Schädigung des morphologischen Charakters 
Ton A„ zunächst A^—i mit B,_i und darauf A^ mit B„ zur 
Deckung zu bringen. 

Hiermit ist das aufgestellte Theorem vollständig nach- 
gewiesen. 



Zweiter Abschnitt. 
Eine Classifleation der allgemeinen convexen Polyeder. 

§ 7. Oonstituierende Fläohensysteme. 

Ich definiere ein System gestalUich unabhängiger Grenz- 
flächen eines gegebenen Polyeders als ein comtituierenäes oder 
ein Stammsysiem, wenn durch die Anzahl, die Form und den 
gegenseitigen Zusammenhang seiner Elemente der morpho- 
logische Charakter des Polyeders voUkommen und unzwei- 
deutig bestimmt ist 

In dieser allgemeinsten Definition eines constitui er enden 
Flächensystem es findet sich zunächst noch eine Unklarheit, 
nämlich der Begriff des gegenseiUgen Ztisammmha/nges mehrerer 
Gremfläckm. Um denselben zu präcisieren, werde, wenn «; 
Grenzebene des betrachteten Polyeders A„ ist, das in ihr ge- 
legene m-seitige Grenzpolygon durch '^a^y,,, bezeichnet. Zwei 
Grenzflächen <^aiy und <^Ki> können nun auf dreierlei Weise in 
directem Zusaramfenhange stehen: entweder haben sie eine Seite 
gemein, dann sage ich, sie Seiten sich und sehreibe dafür 

<«*> I <«*>, 
oder es existieren aufserhalb der beiden Flächen m Kanten 
(Sdieüelka/nten) , welche je eine Ecke der einen mit je einer 
Ecke der anderen verbinden, dann sage ich, die beiden Flächen 
sind m-faehe Seh eitel flächen und achreibe entsprechend 

<«.»i;r««>>i 
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oder es finden endlich beide Umstände zugleich statt, dann 
schreibe ich 

<«.>!, >s««.>- 

So hat man beispielsweise; 

a) für den Zusammenha.ng zweier Seitenflächen eines 
Tetraeders: 

<«,>.!, >r««.X; 

b) für den Zusammenhang zweier Grenzvier seite eines 
Pentaeders : 

WM\, >T«".>.i 

c) für den Zusammenhang zweier Grenzflächen eines Te- 
tragonhexaeders: 

<«.>.>.-«%>.■ 

Jedes tüeser drei Bespiele stellt offenbar ein constitu- 
ierendes Flächensystem des bezüglichen Polyeders dar, indem 
einerseits die Flächen eines jeden Paares gestaltlieh unab- 
hängig sind, andrerseits ihr Conatructionsresultat ein unzwei- 
deutiges ist. Im allgemeinen reichtj wie ein weiteres Beispiel 
zeigt, die alleinige Kenntnis des directen Zusammenhanges 
zwischen den Flächen eines constituier enden Syst^mes zur ein- 
deutigen Oonstruction des Polyeders nicht aus. Betrachtet man 
nämlich das Flächen System: 

<«!>.: >T««!>8, >T««A. >!««.>., 

<«.>,^ I <%>., I <«A, 
SO genügen demselben im wesentlichen drei morphologiach 
verschiedene Dekaeder. Man erhält dieselben, je nachdem man 
von einem sechsseitigen Prisma mit den Grundflächen 

<«iX = <Q,, da, ■■-, a«> und <ß2>e = <Öi, 6a, -.., fie) 
mittelst der Flächen <«s>3 «nd <^ix^y^ zwei Ecken ß; und b;^.!, oder 
zwei Ecken 6i und b;+2, oder zwei Ecken ß,- und bi+a abschneidet. 
Zur vollständigen Charakterisierung des Zusammenhanges 
eines constituier enden Syatemes sind daher noch die Seiten- und 
Scheitelflachen emei beliebigen Fläche desselben in derjenigen 
Reihenfolge anzugeben, in welcher aie bei einer einfachen, 
ihrem Smne nach bi^stimmten Umschreibung besagter Fläche 
hei-vor treten. In diciem Sinne umfarst das zuletzt a 
Flächenaystem die drei constituierenden Systen 
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1) 


<«,>.Oi««.>. 




<",>,■■ 1 <«.>. 


2) 


<»,>. Or««.>! 




<«,>.: 1 <«,>. 


3) 


<«i>e ; >T«"ä>B 




<«,>8: 1 <«,>, 
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>-,-««.>., y-.«'2>„ 

1 <"•>=, >T««.>.- 

>T««.>., >T«"4>.. >T«'>.>., 

>T««.>.. I <".>.. >r«''.>.- 

>8-«",>., >-,-«««>., >T««!>.. 
>lf««,>., I <«.>., >T««.>.. 
Mit der Einführung der conatituiecenden FläclienBystemc 
treten folgende zwei Fragen in den Vordergrand: 

1) Welches sind die aUgetrmnen Kriterien dafür, ob ein 
System belkhig herausgegriffener Grensßächen eines gegebenen Fo- 
lyeäers ein constiUtierendes ist oder nicht? 

2) Wie lautet eine allgemeine Regel, mittelst deren jedes 
constituierende Fläehmsystetn gefunden werden ]cann? 

Waa die Beantwortung der ersten Frage anlangt, so er- 
giebt sich, dafs ein Fläehensystem dann und nur dornt ein con- 
stüuierendes ist, wenn einerseits von den drei Bestimmungsfiächen 
einer Ecke mindestens eine dem System angehört, tmd wenn 
andrerseits in jeder sugehörigen Fläche mindestens eine Ecke liegt, 
durch welche keine Systemfläche hindwchgeid. 

Von der Notwendigkeit dieser beiden Bedingungen Über- 
zeugt man sich leicht, wenn man die gegenteiligen Annahmen 
auf ihre Zuläseigkeit hin prüft. Nun folgt aber aus der An- 
nahme, dafs keine der drei in der Ecke (k,-, «*, «;) zusammen- 
stofsenden Flächen zu dem constituierenden Systeme gehört, 
dafs alle drei ihrer Form nach unbestimmt sind, da das Kappen 
der Ecke durch einen dreiseitigen Schnitt jenes System nicht 
alteriert, während die andere Annahme, dafs durch jede Ecke 
einer Fläche <^«;> des constituier enden Systems mindestens noch 
eine zweite Flache desselben hindurchgeht, unschwer erkennen 
läJat, dafs <«;)> durch die übrigen Flächen der Constituante 
bereits mitbestimmt, also überschüssig ist. 

Um zu zeigen, dafs die aufgesteüten zwei Bedingungen 
auch hinreichend sind, wähle man irgend ein denselben ent- 
sprechendes Flächensystem 

<«,>,<«,>,■■.,<«->, 



y Google 



32 Zweiter Absclinitt. 

dessen Zusammenhaiig als bekannt zu betrachten ist. Dann 
fallen die Ecken einer nicht zu dem ausgewählten Systeme 
gehörigen Seitenfläche <^am_|_ij> von ■(a^'} mit der Zahl und Lage 
nach ganz bestimmten Ecken der Flächen <ag)>, . . ., <^«m> ?.n- 
sammen, da zwei bei positivem Umlauf von <^ß„,^-/,> auf ein- 
ander folgende Ecken dieser Grenzfläche entweder durch eine 
Seitenkante eines Polygones (^a^y oder durch eine Scheitelkanie 
zweier Polygone (a^y und <^a^y verbimden sind. 

Die angegebene Entscheidung der ersten der zwei auf- 
geworfenen Fragen läfst zugleich auch die zweite beantworten. 
Danach hesteht für die Bestimmung eines constituierenäen Systemes 
folgende allgemeine Hegel: 

Man greife aus den Grenzflächen des gegebenen Polyeders 
An irgend zwei heraus, etwa <«;)> und <«2>. Giebt es aulser- 
halb derselben noch Ecken von A„, so scheide man eine dritte 
durch eine solche Ecke gehende Fläche (^cc^y aus, und fahre, 
falls aufserhalb der drei Flächen <^^a^y, '(«aX <%> auch noch 
Ecken von A„ vorkommen, in diesem Eliminationsproeess so 
lange fort, bis mit der letzten auscheidenden Fläche '(cc^y alle 
Ecken von A„ absorbiert sind. Nunmehr sehe man zu, ob 
'(«j)> eine Ecke besitzt, die in keiner zweiten der ausgeschie- 
denen Flächen enthalten ist. Trifft dies zu, so prüfe man ganz 
ebenso (^a^y und sueceasive die folgenden Flächen. Ist <ai)i 
die erste Fläche des Systems, welche keine derartige Ecke 
besitzt, so scheide man dieselbe als durch die übrigen gestalt- 
lich bestimmt aus dem Systeme aus, um alsdann die restie- 
rende Reihe 

■ ■■ <«*-!>, <«/H-i>, ■■ ■ 
von der Fläche -(aji-i-i^ ab dem gleichen Verfahren von neuem 
zu unterwerfen. Dann wird das endgültig resulUerende System 



Die conatitni er enden Flächenaysteme eines und desselben 
Polyeders können schon in der Anzahl ihrer Elemente erheb- 
lich differieren. So stellen sowohl bei geradem n die beiden 
Elächensysteme 

2) <«,>. >r««i>. >¥<■■• >F«'<^>. > r««-.>., 
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als auch bei ungeradem n die beideu anderen 

1) <«.>.-.!,>;=-,««, V., 

2) <«•>, >T«<'5>. >T< ■ • ■ >T««->>. >?««•>. 
je ein und dasselbe m-eder dar. 

§ 8. Die Stamnaeysteme der Heptaeder. 
Die Betraelitongen des vorigen Paragraphen legen ea nahe, 
alle diejenigen Flächenaysteme in natnrgemäfser, d. h. in von 
einfacheren zu complicierteren Systemen fortschreitender Folge 
zu , entwickeln, welche als constitaierende Systeme der ver- 
schiedenen Typen des allgemeinen convesen w-flachs auftreten. 
Es ist schon deshalb von Interesse, auf die Bestimmun gs weise 
der sj-eder ausführlicher einzugehen, als dieselbe für jedes be- 
liebig gegebene n unmittelbar angewendet werden kann, ohne 
wie die g 4 besprochene Methode die Lösung der entsprechen- 
den Aufgabe für die niederen Körperformen als schon bekannt 
voraussetzen zu müssen. 

n-eder mit zweiflächigen Stammsystemen. 
Sollen zwei Grenzpolygone ^a^y, und "(«jX ^i^ constitu- 
ierendes System eines allgemeinen convesen 3i-flachs bestimmen, 
so sind zwei Hauptfälle zu unterscheiden: 

1) Die beiden Flächen haben keine gemeinsame Kante, d. h. 

<«.>>T««>>1 "i'i <«>»T««i><i 
dann ist: 

i^j(;^2n — 4. , 
j =. ft = )i — 2 . 

2) Die beiden Flächen haben eine gemeinsame Kante, d. li. 

<«.>.■ I.X^««,). «iJ <«<>.i, >ö««i>.; 

dann gilt: 

^ + ^==^2» — 2 , 
i = ft = w — 1 . 

)j-oder mit dreiflächigen Stammsystemen. 
Sollen die drei Grenzpolygone (a^}i, <^aa>j, ^«si'i ein con- 
atituierendes System eines w-fiaehs bestimmen, so sind fünf 
Ilanptfälle zu unterscheiden: 
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1) Die Flächen haben getrennte Kanten, d. h, 
<«,»y«<%>., <",>.>7««,><, <«,>.>T««,>" 

Hiemach gilt: 

i^p-\- r, li =p -j-q , l = q + r , 

2^ = 1 + 10 — 1, 22=~j + fc + ;, 2r = i~]i-'rl. 

2) Zwei Pläehen, etwa <^ai)>i und <«aX- haben eine ge- 
meinsame Kante, d. h. 

<«,>,: |<.,>., >;;«.,>,, >-««,>„ >-«»,>., 

<%>.H <«.>.. >i;:««i>., >^<«.>.. >K««.>" 

Hiernach bestehen die Relationen: 
i-\^h'j'l = 2n — 2, 

22)^=i — Ä + i, 222=— « + ft + ^, 2(ft+fi3) = i + Ä— ; — 4. 

3) Eine Fläche, etwa <^cci}i, hat mit jeder der beiden an- 
deren eine Kante gemein, ä. h. 

<«,>,: l<«s>., >;:««,>., >^<«,>., !<«,>., >^««,>., >^««,>., 

<«>><>ir«%>.. 
Also gelten die Gleichungen: 
i-\-h-\-l = 2n, 

2ra=it4-;— i, 2(p,+p^)=i~i-]c—l—i, 2(9,+23)=i-it+f— 4. 

4) Die drei Flächen <«[>,-, (a-^k, "(.i^i^i haben paarweise 
je eine Kante gemein, d. h. 

<«,>, : I <«,>., >^<«,>., >-«4>., 1 <«.>.. V<«j>i, >,;««,>., 
<«,>.:'! <«.>„ >^««,>„ >-««>>„ !<«,>„ >-«.,>„ >-««,>,. 
Demnact gelten die Belationeii: 

j = 4+p, +{, +5, + p,, i — 4+y, +r, + r, +ft, 

' — 't + iji + !■, + '-. + g4, 

2 ta + P.) - •■ + * ~ i - 1 , 2 (?, + «4) - !' - * + i - -1 , 
SC'. + ',)-= — i + 1' + l~i- 
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5) Sollen endlich die drei Flächen <«,>;, <ß2>t, <«»>; eine 
Ecke gemein haben, so genügt es, im vorigen Falle die An- 
nahmen zu machen; 

Dann erhält man: 

tt-eder mit m-fiächigen Stammsystemen. 
Die Gesichtspunkte für die Ermittlung der w-eder mit 
m-fläehigen Stammsystemen stimmen mit den in den Fällen 
m = 2, 3 mafsgebenden durchaus öberein und lassen sich 
folg ender mal'sen ordnen: 

a) Bestimmung der Formen der constituier enden Flächen 

<«,>,., <«,>,„, ■ • ■, <«»>,., 

d. h. Auflösung der Gleichung 

fL + f.-^ h (>. - 2» - 4 + 2i, - f, 

in positiven ganzen Zahlen 

3 ^ (ti < W — 1 , 

wo \ die AnzaJil der Flächeapaare mit gemeinsamer Kante, 
r, die Anzahl der Fläebentripel mit gemeinsamer Ecke be- 
zeichnet; 

b) Herstellung aller mögÜelien Zusammenhangs weisen des 
der einzelnen Lösung entsprechenden Fiächensystemes; 

c) successive Erledigung beider Aufgaben für alle zu- 
lässigen Werte von ^, und r,. 

Ich unterlasse ein näheres Eingeben auf diese Verhält- 
nisse, da ein solches, an sich umständlich, für die Behandlung 
specieller Fälle keinen wesentlichen Nutzen bietet. 

Um von den angedeuteten Methoden eine Anwendung zu 
machen, diene das Beispiel des Heptaeders. 

I. Heptaeder mit zweiflächigen Stammsystemen. 

1) <«,>5>T««.>5. 

ein Heptaeder mit zwei Grenzfünf- und fünf Grenz vierseiten, 
entsteht aus einem Tetra^on-Hexaeder durch das Abschneiden 
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2) <«.>.!, >T««.>6> 

ein Heptaeder mit zwei GrenziJrei-, drei Grenzvier- und zwei 
Grenzaeclisseiten, entstellt aus I 1) durch Kreuzung der Flächen 
■(«1)5 und ■(ce^X', längs einer ihrer Scbeitelkanten. 

II. Heptaeder mit dreiflächigen Siammsystemen. 
1) <«,X>T««.>4. <«.>.>T«'»>>.. <«s>.>T«".>.. 
ein mit 1 2) isomorpher Korper; 

2a) <«,>,! <«,>,„, <«,>5>T««.X, <«.>.>T««.>=. 
ein Heptaeder mit einem Grenzdrei-, drei Grenzvier- und drei 
Grenzfünfseiten, entsteht aus einem Tetragonhexaedev durch 
das Absehneiden einer Ecke; 

ab) <«.X>T««>>.. <«.X ]<«.>., <«,>.>T«''.>.. 
ein mit 1 1) isomorpher Körper; 
2 c) <',h ■■ >T««.>.. 1 <«.>.. >ir«''.>., 

<«.>i>T««.>s. 
ein Heptaeder mit zwei Grenzdrei-, zwei Grenzvier-, zwei Grenz- 
fünf- und einem Grenzsechsseit, entsteht aus II 1) durch Kreu- 
zung der Flächen <a,>3 und <«ä>j längs ihrer Scheitelkante; 

H«-) <«!>.: >T«".>.. !<«.>. - l<«.>4. >T«».>4. 

<«,>.>T««.X, 
ein Körper vom Typus II 1); 
3b) <«,>. : I <«,X, >T««,X, I <«.>., >.-««.>.. 

<i%>6>T«'<=>a. 
ein Heptaeder mit drei Grenzdrei-, drei Grenzfünf- und einem 
Grenzsecbsseit, entsteht aus einem Tetraeder durch das Kappen 
dreier Ecken; 
3c) <«.>,: !<«,>., >T««,>5, [<«A, 

<«.>.>T««.>., 
ein Körper vom Typus 2c); 
3d) <»,>.: !<«,>., >T««,>4, !<«,>„ >r««.>4. 

<«=>.>T««.>.. 
ein mit dem vorherigen isomorpher Körper; 
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3e) <»,>.: I <«.>., >-,-««,>., !<«.>>, 

<«.>4>T««A, 
ein mit 2 a) isomorpher Körper; 
4a) <«,>, : I <»,X, >-i-«»,X, >r««A, I <«=>., 

<«iX l<«.X, 

ein mit 3b) isomorpher Körper; 

4b) <«,>. : I <«,X , >T««»>. . I <«.>5 . >T««.>. . 

<«,X l<«,>5, 
ein mit 2c) isomorpher Korper; 

5>) <«,>5 Ot««.>s, !<«.>.. K«.>., >T««i>=. 

<«AI, >T««.>i. 
ein Körper vom Typus 3 b); 
5b) <«,>,: >T«".>.. !<«.>., l<«.>j, >r««.>J. 

<«>>4l<«.X, 

ein Körper vpm Typus 2c). 
111. Heptaeder mit vierflächigen Stammsystemen. 

u) <«,), !<%>., <«.>.>T««s>i. <«.>.!<«<>.. 

<«.>,>^<».>„ 12); 
Ib) <«,>s :!<«,>,, >T««.>., !<«,>., <«.>.>r««.>.. 
(«■X)!-««..).. <«4>s>T««.>.. n3b)i 

ic) <«,>,!<«,>., <<%>, !<«,>., 

<«,>,>r««.>.. <«^.>T««>><. '<«.><> r««.>.. "2c); 
2) <<.,X : I <«,X, 1 <%X, >-««,X.<«.X : K-.X, I <«,X, >r««.X . 

<«,X>T««.X, nsb); 
3») <«,XOt««=X, >-««.X, >t««.X, 

<",XI<«.X, <«.X !<«.>., <«^.l<«^., n2a); 
3b) <».X-i<«.>«>T««.>..l<''.X,l<«.X,<%X>T««^.. I2)> 

4) <<.,X:|<«.>.>r««>>»i<«.>«<''AOr««.>..!<«^..l<«.X. 
<«.XI<«.X. <«.>.>T««.X, IIa")- 
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Die angegebenen Fiächenaysteme umfassen alle coiistitu- 
ierenden Systeme der allgeineineii coiivexen Heptaeder. Danach 
giebt es im ganzen fünf allomorphe Typen dieser Körper. 

g d YollstEiiidige Soheitelflaohensy Sterne. 

Es gilt folgender Satz 

Ist %}gmd ein Fohfeäet A, gegehm und conshuieri man m 
irgend einer (xrenaflache <«,) debseUien die Sdieitel flächen, m 
jeder vo» dusm wiedet die Sclieiielflaoke^i, mid so fort, dann wird 
vntet den also eihaUeiten unntittelhaien und mittelbaren Scheitel- 
flacken von <«!> mindestens amh eine det drei BesUmmungs- 
flachen <:^k> (uq (a;> tiwet bolicliyen Ecle (« k*, «,) ver- 
ttelen iein 

Zum beweise bestimme man etwi mittelat eines durch die 
Euke (ß Kl. a) entsprechend gelegten ebenen Querschnittes 
von 4 eine tlichcnieihe 

\«i^, /",.j ,««>^, . <;«"„., <"'.> ■^«i>- 
in welcher je zwei benachbarte Flächen eine Xante gemein 
haben. Wenn dann allgemein mit <^ß,,'} eine der beiden die 
Endpunkte der Kante | aa/,, ^h+i \ hestimmenden Grenzflächen 
bezeichnet wird, so wird, falls die Anzahl der Seiten von ■(«a,) 
eine ungerade ist, sowohl <«„J) als </5,>, falls dieselbe eine 
gerade, zum mindesten eine von beiden mittelbare Scheitel- 
fläche von <^«i> sein. Genau nach demselben Schlufs ist aber 
mindestens eine der beiden Flächen ■(«„,) und <(3a> Scheitel- 
fläche von ■(^i), and folglich mindestens eine der drei Flächen 
■(«o,), "(««j), (.ßi} S'ieh Scheitelfläche von <o;i>. Indem man 
diese Sehlufsweise längs der aufgestellten Flächenreihe fort- 
setzt, gelangt man schliefslich auch zu den drei Bestimmungs- 
flUchen der Ecke (d:,, at, a^. Q. e. d. 

Das eben erörterte Beweis verfahren zeigt gleichzeitig, 
dafe, wenn statt der einen Grenzfläche '(a^'} zwei Fiächon mit 
gemeinsamer Kante oder drei Flächen mit gemeinsamer Ecke 
zur Basis der Construction gewählt werden, dann auch resp. 
mindestens zwei, oder alle drei Bestimmun gsfiä eben irgend 
einer Ecke dem resultierenden Flächensysteme angehörend 
Hieraus folgt der Satz: 
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Ist auf imem allgemeinen conoexen Polyedet eut vollständiges 
Sjjstem von Scheitelfluchen ie&tinimt, so üb den faih durcli ztgend 
eine so atich dmck jede andeie Ec}>£ des Poli/edcrü eme ^uci 
odir dt ei Flaclien äe^ Systems (lehen 

(resetzt, es hege auf dem Polyeder A al-> vollt,iiudiTta 
&cheitelflachen System £j dei Gienzflache a^ pin &j&tem da 
eiatea Alt vor 

As <«,>,<»,> ^<^> ^ \ 

SO folgt, dafs jede der übr gen — (jrenzfl heu < + 
durch eine gerade Zahl von &e ten beg euzt se n n f a 

Denn hätte eine Fläche <k ^_ > e ne ge ^de Ä z 1 1 vo 
Seiten, dann würden alle 1 re &e tenfl hen al m ttelb 
Seh eitel fliiehen von einander zu dem Systeme S ^ehor n 1 
also zwei Flächen desselben entgegen le \ oraus tz ng s 1 
Seiten. 

Es sind nun zwei Fälle möglich; 

I. Entweder giebt es unter den FJiiclieii <^^it^}, ■ ■ ■ , <^ft,„) 
mindestens ein Polygon unpaarer Ordnung, 

II. oder diese Flächen sind durchgängig Polygone paarer 
Ordnung. 

Im ersten Falle sind zwei Flächen <o:„^|_,,,> und <Km4-/^>, 
welche durch dieselbe Ecke eines unpaaren Polygones <^cCBt^i') 
gehen, mittelbare Seh eitel flächen. Es conetituieren daher aJle 
n — m Flächen <«,„+/,> ein einziges in sich geschlossenes 
System von Scheitelfiäehen. 

Im zweiten Falle construiere man zu der Fläche <k,„^i^ 
das vollständige Seh eitel flächen System, nämlich: 

<«„+,>, <«..+,>, ...,<<.„_,>,<«,>, 
<«„.+.>,<««.+.>, ■■■,<«.,-i>, <«.:>, 

wo die Flächen der ^'' Zeile diejenigen Scheitelfiächeu der 
Flächen der i — 1"" Zeile darstellen, welche nicht schon unter 
den Flächen der ersten i — 2 Zeilen vorhanden sind. 

Angenommen nun, es existieren unter den Flächen dieses 
Systemes etwa in der h^" und P™ Zeile, zwei FJächen {^aai+/,,y 
und <(ani+*,>j welche sich Seiten, so lassen sich dieselben dtirch 
eine Flächeureihe von dem Zusammenhange verbinden: 
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*) <«„,+,,»-p««L-i»T-< - ■ ■ 

■ ■ ■ >-i«'^/»T««'«+^»T«''/'»T««/'> • • ■ 

..->^««^,>>r><«'"+*^>' 

unter <«*_/.) und <a(li) Flächen aus resp. der Tz — Ä*™ und 

der l — h^" Zeile verstanden. 

In dem Falle, dafs in diesem Verbindungssysteme zwei 
Flächen, etwa ^wit— n^ und <^«i— s)-, identiscli sind, ersetze ich 
dasselbe durch das gleichartige andere 

<«».+.,»T«'«*-i»r««*-s»T< ■ ■ ■ 
■ .■>r«'^w»T«'''H-0, 

und ich fahre in dieser Red uction so lange fort, bis ich. auf ein 
Verbinduugssystem der beiden Flächen <«m4A,> und <;a,;i_|_j,^ 
komme, dessen Flächen sämtlich verschieden sind. 

Unter der Voraussetzung, dafs diese Bedingung bereits 
für das ursprüngliehe Verbindungssystem erfüllt sei, construiere 
man, wenn die Pläehenpaare : 

<ff,„_|_s,>, <aLi>i <ai-i>, <ai— a>, ■ ■ -, 

■ ■ ■ <aila> , <aili> j <«(-!> , <«»(+»,> 
verbunden sind durch die Scheitelkanten 

3 = 2Ä + 2;+ 1, 
aus einem Puukte p^ der Kante | «a,-]-s,, ß^,+ft, ] das Polygon: 

Dasselbe spaltet die gesamte Oberfläche 8 Yon A„ in zwei 
einander aus schlielb ende einfach zusammenhängende Stücke S^ 
und 82, welche abgesehen ^on Teilen der Flächen 
<a„i+/,.>, <Ki-i>, , <a(li>, <«,«+*-> 
noch resp. % und n^ vollständige Gi tnifl ichen enthalten. 
Dann ist es stets möglich, innerhalb eines dieser beiden 
Flächen stücke, etwa innerhalb 0";^, eine dei obigen gleichartige 
Verbindungsreihe von <(am+i,y nnd <Km-Hi> anzugeben, welche 

*) Es widerspricht Dicht der Voran Bsetzang, wenn zwei auteinander- 
folgende Flächen dieser Reihe sich mehr als eiiiinaJ scheiteln. 
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ein Flachenstdck S/ you S^ eiiiscliliefst, so dafs die Anzahl 
/7j' semei totalen Grenzflächen um mindestens eine Einheit 
klemei ist als die Zahl it^. Es reicht dazu hin, wenn <^ß^y 
Jiejemge Flache von S^ ist, welche durch die Kante | p^, \)^ \ 
geht und, wenn dieselbe die aufeinander folgenden Seiten- 
flichen besitzt, 

<«.+,,>, <&>, <ß,y, ■■, <ft,>, <«;_,>, <r,>, 

in das ursprüngliche Verbindungasystem 

<«,„+,„»-«Ki_,»^ ■ ■ ■ >-««iL,»-«„,„_,,„^> 
statt des Zusammenlianges 

den andern einzuführen: 

<«„+,,»-«^3»^«/3,»-i-< ■ ■ ■ >-r«/3.,-i»-r««i-i>- 

Das dem neuen Verbindungssysteme entsprechende Flächen- 
syatem S/ wird dann eine Fläche, nämlich (ß^, weniger ent- 
halten wie (Sj. 

Nachdem man das neue Verbindungsaystem, falls es not- 
wendig ist, auf ein anderes gleichartiges reduciert hat, dessen 
Elemente sämtlich verschieden sind, kann man das angegebene 
Eliminationaverfahren wiederholen und zwischen ^a^+j,) und 
<««+''!) '^''^ Verbindungssystem herstellen, dessen zugehörige 
Fläche 8" höchstens noch Ki_3 totale Grenzflächen nmfasst. 
Bei fortgesetzter Iteduction wird man so schliefslich auf ein 
Verbindungssyatem geführt: 

dessen Flächen die Seitenflächen ein und derselben Fläche 
(k^ sind. 

Aus der Existenz eines solchen Verbindungssystem es folgt 
aber mit Notwendigkeit, .dafs die Anzahl der Seiten von (a^^ 
eine ungerade Zahl ist. Das aber ist unmöglich, da A^ nur 
Grenzflächen paarer Ordnung besitzt. Die anfangs gemachte 
Annahme, dafs unter den Scheitel flächen von K^Hm+i} zwei 
Flächen mit gemeinsamer Kante vorkommen, ist also un- 
zulässig. 

Fafst man alles zusammen, so kann man folgendes Re- 
sultat aussprechen: 
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Theorem 3 Ist ttgend evn aUgemeines convexf^ Folyedcr 
An gey^tn, und tonsUuiett man m tigmd dtei m emet Eüe 
tsto/senden Grmeflackm <ß:>, <«*>, <«:;> desselben die 
Sterne 2?,, S^, 2^ thier SdwiteJßachm, bO können 
folgende dm. Falle emtreten 

1) Entueder fallen alle drei, Sil lerne ir cm itnv/je-, „» 
sammen (FaÜ des Tetraeders) 

2) oder es coincidieieii nur suei Si/stettte (lall des Pen 
iers) 

3) oder alle dim S'fstemp vethufen getieimt (Fall ein, Tt 



Pur das Emtroten des ersten Falles ist es notwendig, 
dafa A^ Flachen unpaarer Ordnung besitzt, und zwar reicht 
ea dann beispielsweise bin, dafa zwei derselben sich selten. — 
Auch im zweiten Falle müssen unpaare Grenzflächen auftreten, 
und zwar gehören diese alsdann zu demselben die Ecken 
des Polyeders nur einfach enthaltenden Seheitelfläcbensyateme, 
während die aufserhalb dea letzteren gelegenen paaren Flächen 
ein zweites vollständigea Seheiteliiäehensyateni conatituieren. 
— Der dritte Fall tritt ein, wenn An nur paare Grenzflächen 
besitzt. 

JcÄ teile diesen drei MögUcHkeiten ent^echend die Polyeder 
in drei Klassen: in Folyeder mit einem, mit sivei v/nd mit drei 
vollständigen Scheitel flächensystemen, Polyeder der ersten, sweitm 
und dritten Klasse. 

An diese Unterscheidung der allgemeinen convexen Po- 
lyeder knüpft sich naturgemäfa die Aufgabe: Aus ei/nem ge- 
gä)enen Polyeder der Klasse a mittelst äner Beihe von Fundor 
mentalconstrmUonen ein Polyeder der Klasse b absuleiten. 

Die Behandlung dieses Problemes modificiert sich je nach 
den drei Annahmen: 

1) a>l>, 2) a<l, 3) ß = i. 

1) Aus einem Polyeder A„ der dritten Klasse erhält man 
eines der zweiten, sowohl, indem man eine Kante von A^ 
mittelst einer Fläche <a«+i)i abschneidet, als auch, indem man 
eines der Grenavierseite von A„ ausscheidet, und man findet 
weiter ein Polyeder der ersten Klasse, indem man entweder 
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von Ay, selbst oder tod einem der erhaltenen zwei Körper der 
zweiten Klasse eine Ecke absehneidet. 

2) Ißt aus einem Polyeder A„ der ersten Klasse zunächst 
ein Polj'eder der zweiten zu constmieren, so bestimme man 
auf eraterem irgend ein constituierendes Fläehensystem : 

<«,>,<«.>. ■••,<«.-.>,<«.>. 

Kommen in diesem Systeme fi = > 1 Paare einander seiten- 
der Flächen vor: 

<«.>,<».>;<».>,<«„>; ■■■;<»,>,<«„>, 
SO schneide man successive von dem w-flach A^ mittelst der 
Fläche '(«„-f-i>4 die Kante | «„, aj | , von dem resultierenden 
(« + l)-flaeh ^„_|_i mittelst der Fläche <k^s>4 die Kante | a^, a^ \ , 
u. s. w., achliefslieh von dem {n-\- (i — l)-flaeh j1„+,,_i mittelst 
der Fläche ■(«n+^X ^^^ Kante | cfp, «, [ ab. Durch dieses Ver- 
fahren tritt für den Zusammenhang: 

<«,> 1 <«;.> 
der andere ein 

<«,»T««"> 

Aus dem constituierenden Systeme: 

<".>,., <«,x„ ■•■ ,<«,.x.. 

des w-flacha A„ wird wieder ein constituierendes und zugleich^') 
vollständiges Seh eitelfläche nsysfcem 

<«■>...<"■.>,, ■■■,<«.>.„. 

des (« + (t)-ilach8 A^+f, , und letzteres gehört demgemäfs zur 
zweiten Klasse. 

Offenbar genügt es, das hier beschriebene Verfahren auf 
ein nur aus paaren Flächen bestehendes, kein Flächentripel 
mit gemeinsamer Ecke enthaltendes, constituierendes System 
von An anzuwenden, um diesen Körper in ein Polyeder der 
dritten Klasse zu verwandeln. Man kann aber auch, und das 
wird geschehen müssen, wenn ein solches System fehlt, aus 
j4„ zuerst ein Polyeder A„^f^ der zweiten Klasse constmieren 

*) Enthält daa constituierende Pläctensjatem von Ä^ keine drei in 
einer Ecke zusammenstorsende Flächea, so lüfst die angegebene Cor- 
struction die Formen seiner Fl^clien unveräudeit, d. b., es ist allgemein 
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und dann folgend er raaTsen vorgehen: Mau greife aus dea. stets 
iu gerader Anzahl vorhandenen unpaaren Gfrenzflächen des- 
selben irgend zwei <«[) und ^a^) heraus. Diese verbinde man 
durch ein System: 

.<«.»T««i.> >r«'">»T< ■ ■ ■ >T««i,.»-i «"!>*) 
und schneide mit Bezug auf jedes Paar benachbarter Flächen 
desselben je eine verbindende Scheitelkante ab. Dadurch werden 
die beiden Endflächen um je eine, alle Zwiscbenflächen aber 
um je zwei Seiten vermehrt und der Zusammenhang: 

<«.»r«'".»T«''<^ ■■• >T««i.»T««»> 
durch den andern ersetzt 

<«,»F««'.> >F««-.> ■■■ >ir««.>», -««.>■ 

Wie vorher in Ä^^/, bestimmen auch in dem resultierenden 
Polyeder ^+;,+v die Flächen 

<«■>,<%>,■••,<«..-.>.<«-> 

ein vollständiges Seh eitelflächen System, nur dafs die Anzahl 
der unpaaren Flächen desselben um zwei Eiaheiten vermindert 
worden ist. 

Bezeichnet daher 241 die Zahl der unpaaren Flächen von 
Ä„^f,, so wird eine p-maligo Wiederholung der ausgeführten 
Operation das Polyeder A^+f^ der zweiten Klasse in ein Po- 
lyeder der dritten Elasse überführen. 

Unter allen möglichen Verwandlungen eines Körpers A„ 
der ersten Klasse in einen Körper Ä„- der zweiten Klasse und 
aus diesem iu einen der dritten Klasse sei die folgende be- 
sonders hervorgehoben: 

Man kappe von A« die 2n — 4 Ecken mittelst ebenso- 
vieler dreiseitiger Schnitte und von dem resultierenden (3w — 4)- 
flach Asn—i, die 3« — 6 das System der Grenz drei seite des 
letzteren verbindenden Scheitelkanten mittelst ebensovieler vier- 
seitiger Schnitte. Dann wird das Polyeder Asn—i der zweiten, 
das zuletzt erhaltene Polyeder Aen—ia der dritten lüasse an- 
gehören. 

*) Die Möglichkeit einer solchen Verbindung folgt aus der S, 89 
gegebenen sciematischea Anordnung der unmittelbaren und mittelbaren 
Sclieitelflächen einer Grenzfläche. 
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Die Anzahlen j//, und S:,, 

h = %, 4, ..., 
der Ä-seitigen Grenzfläclien von resp. ^a™— i und ^oa— lo sind 
durch die Zahlen Xi, von A^ wie folgt bestimmt: 
«/3 = 2n — 4, y^ = y^ = 0, y^ = 2x^, y^^O, ^8 = 23^4, . . ., 
%=0, ^i=3n — 6, %=0, g6=2w— 4-j-2%, 4f, = 0, as=2a;i, .... 

3) Handelt es sich endlich darum, aus A« ein Polyeder 
derselben Klasse zu bestimmen, so kann das, von anderen der 
Klasse und der speeiellen Natur des Polyeders ^„ sieh an- 
passenden Methoden abgesehen, durch nachstehende zwei fiSr 
alle drei Klassen anwendbare invariante Constructionen ge- 
schehen: 

1) Man kappe von A^ mittelst der Ebene ß„_[,i eine be- 
liebige Ecke («;, dk, «i), darauf von dem resultierenden (w-|- 1)- 
flach jln+i mittelst der Fläche «„4.3 die Ecke («;, «i, k»+i) 
und schlielslich von dem (n -j- 2)-flaeb jln+s mittelst der Ebene 
((„4,3 die Kante j a , r„+i | ; 

2) man schneide von A^ mittelst der Ebene ß:„-f-i die 
Kante j ßi, «j ] und von dem resultierenden (n -j- l)-flach An+i 
mittelst der Ebene a +2 die Kante | ««+1, «i 1 ab, so genügt 
sowohl das im eisten Falle entstehende (ti -\- 3)-flii.eh -^„4-3, als 
auch das im zweiten hervorgehende (n + 2)-flaeh j4„+a den 
Forderungen dei Autgabe. 

Zum Beweise führe ich noch ein: a) die Scheitelfläche 
<«„,) der Fläche <^(xy bezüglich der Kante | «i, kj|, b) die 
Scheitelflächen -((ütj), "(«ä^ dei Fläche <^ai_y bezw. der Kanten 
I ci} ^i\) \ "^j «I !; c) die Pcheitelfldcben •'«iX <^cti,y der Fläche 
■(ßi^ beaw. der Kanten [ a.cn [ und | « «a | Die erste Con- 
struction ändert nur die Beziehungen 

1) <«i»T«'<->. 2) <«,»^««, , 3) <»,»T««,.>, 
die zweite nur die Beziehungen 

1) <«.»T««.>. <«t>. 2) <".»r««'.>. <«t>. 

und zwar treten an die Stelle der ersten die anderen: 

<«.»T««.+'>. <«.»T«''-+»>, <«,»T««H-»>, 

' <«^.»-p««.>, ' <».+.»r««.,>, •" <«.+.»T«'".>l 
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iin Stelle der letzteren aber: 

<«.»i ««.+.> <«,»T«''.+>> , 

<«^i»T««'-.>, <«»^. <«..+»»T««i.>. <«4>' 
Hieraus folgt aber, dafs die Klasse des Polyeders durch die 
beiden Operationen nicht geändert wird. 

Hit Hilfe dieses Ergebnisses kann leicht gezeigt werden, 
dafs, falls « '= > 8 ist, unter dm v&rschiedmm Typen des all- 
gemeinen cön'i>exmi n- flaches stets Y&rlreter aller drei Klassen 
vorhanden sind. Hierzu braucht man nur unter den 8- und 
unter den 9-flächigen Polyedern für jede Klasse je einen Re- 
präsentanten zu bestimmen. Man erhält solche durch folgende 
Constrnctionen : 

1) Man kappe von einem Tetragonhexaeder ^dj, a) mittelst 
der Flächen ^^v^g und "(«g^B ^'^^P- ^^^ Gegeneeken {«^ , a^ , a^) 
und {a^, Kg, ccg), b) mittelst der Flächen '^k^% und «(«sX resp. 
das Kantenpaar («j, o^), (ce^, a^) und die Kante {a^, «,), 
e) mittelst der Flächen ■(k^X ^'^^ 'C'^s^* resp. die Kanten (% , a^) 
und (a^, Kj), so erhält man a) ein 8-flach Ag der ersten, b) ein 
8-flach jlg" der zweiten, e) ein 8-flach A^" der dritten Klasse. 

2) Schneidet man jetat a) von Ag mittelst der Fläche <^«yX 
irgend eine Ecke, b) von Ag" mittelst einer Fläche <ßg)>4 die 
Kante (k^, a, ), c) von A^' mittelst einer Fläche ^ce^X die 
Kante (k^ , ctg) ab, so erhält, man a) ein 9-flacb A^,' der ersten, 
b) ein 9-flaeh A^" der zweiten, c) ein 9-flach A^'" der dritten 
Klasse. 

§ 10. Einige specielle Eolyeäer. 

Bekanntlich werden die archimedischen Polyeder durch 
die Bedingung bestimmt, dafs je zwei Ecken eines solchen 
Körpers entweder congruent oder symmetrisch sind. Verlangt 
man nur, dafs die Ecken eines der gesuchten Körper sämtlich 
isomorph seien und beschränkt man sich dabei auf die Polyeder 
mit durchweg dreikantigen Ecken, so erkennt man die Auf- 
gabe als identisch mit der andern: 

JOi^enigen Polyeder su bestimmen, für welche die Grenz- 
flächen eines jeden ihrer vollständigen Scheitelflächensysteme ein 
und dieselbe Form haben. 
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I. Für die Polyeder Ä^ mit durchweg gleichförmigen 
Grenzflächen bestehen die Relationen: 

ic* = n und Ä ■ äA = 6)j — 12 , 



Die in Betracht komnaenden Lösungen sind: 
1)^ = 3,3^3=4; 2) Ä = 4, 3:^ = 6; 3) A = 5, ai^ = 12, 
und diesen entsprechen: 

1) das Tetraeder, 2) das Tetragonhexaeder, 3) das Peu- 
tagondodekaeder. 

II. Die Körper der zweiten Klasse mit doppelter Form 
der Grenüflächea sind definiert durch die Gleichungen: 

i- Xi = 2n — 4, 2h ■ X'ii = 4n —- S , Xi -\- Xn, = n. 
Es folgt: 

i ~ fc 2 ^ « — 2 ' 

i^S, fc>2. 

1) Setzt man Ä = 2, so ist i = m — 2, und man erhält 
für jedes beliebige n: 

x^-i ^ 2 , ajj ^ « — 2. 
Der hierdurch definierte Körper ist ein (n — 2)-kantiges Prisma. 

2) Da die Ungleichung gilt: 

l<7+i<i. 

80 kommen nach Äusschlufs des Wertes /c = 2 nur noch die 
Wertepaare in Betracht: 
a)i = 3,& = 3, h) i = 3, }s = 4, c)« = 3,/i; = 5, 
d) i = 4, 7c = 3, e) « = ö, /c = 3. 

Dieselben liefern zur Bestimmung der gesuchten Polyeder 
folgende Daten: 

6: , «3 = 20, a:,„ = 12: 
c) " 
= 14 « = 32 

d) «4 = 6, ccs = 8; e) x^ = 12, Xg = 20. 

« = 14 « = 32 
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Indem man aber die fünf Körper: a) das Tetraeder, b) das 
Tetragonhexaeder, c) das Pentagondodelfaeder, d) das Trigon- 
oktaeder, e) das Trigonikosaeder nach einander durch das 
Kappen ihrer sämtlichen Ecken in Körper zweiter Klasse 
Überführt, erhält man offenbar die jenen fünf Bedingungen 
entsprechenden Polyedertypen. 

3) Die gesuchten Polyeder der dritten Klasse bestimmen 
sich durch die Bedingungen: 

i ■ X2i^h- X2(, = l' s^ii == w — 2, 

Xzi + Xii + Xn = n. 
Aus denselben ergiebt sich: 

t + Ht = i + ^' 

Da in vorstehender Gleichung der Wert der linken Seite nur 
dann die Zahl 1 übersteigen kann, wenn der Nenner i genau 
den Wert 2 hat, so sind li und l an die Gleichung gebunden: 

i 4- i = i 4- -J— 
k'l 2 ^ m — 2' 

Da ferner die Werte -9 + v und t + T gleich resp. kleiner 
als -^ sind, so kommen überhaupt nur folgende zwei Annahmen 
in Frage: 

ii) j = 3, /£ = 4; b) * = 3, 7c = b. 
Die erste Annahme ergiebt: 

0:^=12, Xe = S, 3^8 = 6, 
^^ = 26 ; 
die zweite liefert: 

0:4=30, a:o = 20, 3^,0 = 12, 
« = 62. 
Ein Polyeder der ersten Art entsteht, wenn von einem Te- 
tragonhexaeder, ein Körper der zweiten Art, wenn Ton einem 
Fentagondodekaeder erst mittelst dreiseitiger Schnitte die 
sämthchen Ecken, dann von dem resultierenden Polyeder 
mittelst vierseitiger Schnitte die sämtlichen Kanten des ur- 
sprünglichen Körpers abgeschnitten werden. 
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Dritter Abschnitt. 

Tlieorie der ElemeiitarerweiteruTigen. 

§ 11. Die charakteristische Gleichung. 
Als die cbarakteristische Gleichung eines allgemeinen 
Polyeders A„ bezeichne ich die aus den beiden Gleichungen 

1) a^B + «4 + ■ - ■ + «„_! = n , 

2) Sa^j + 4iC4 -I 1- (ra — l)a:«_i = 6n — 12 

resultierende Relation: 

3) 3xs + 2% + iKf, — .a;, — 2a:g (n — ")x„-i = 12. 

Dieselbe zeigt, dafs für jedes üherhaupt möylicke allgemeine 
Polyeder der Ausdruck 

3 3^3 + 2«i + iKß — x^ — 23^8 — 3x^ — ■ ■ ■ 
einen sowohl von der Ansahl der Seitenflächen als von der mor- 
pholoffischen Eigenart des Körpers völlig unahliängigen invarianten 
Zahlenwert hesiM. 

Man kann die charakteristische Gleichung (3) in die beiden 
andern zerfallen: 

3a) 2,x^-\-2x^ + x^-\2 = m, Zh) x,-\-2x^-\-Zx^-\—-^m, 
in welchen m eine positive ganze Zahl darstellt. 

Ich fasse alle Polyeder, die m dem nämlichen positiven 
ganzsohligen Lösungssysteme 

x^, x^, x^, a^j , x^, x,j, ... 

der ckarähteristischen 6-leichimg giMren, als Pok/eder desselben 
Stammes, alle Stämme, die su der gleichen Zahl m gehören, als 
Stämme desselben Bereiches auf. 

Die auffallende Erscheinung, dafs die charakteristische 
Gleichung eines allgemeinen Polyeders A„ weder die Anzahl 
x,; seiner Grenzsechsecte noch die Anzahl n seiner Seiten- 
flächen enthält, involviert die beiden Fragen: 

1) Welches ist hei einem beliebig gegebenen Polyeder die Ab- 
hmgiglidt der Ansahl x^ seiner Grenesechsecke von den Ansohlen 
x^, x^, ... seiner andersförmigen Gremfiächen? 
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2) Definiert jede positive gansmMige Lösung der charakte- 
ristischen Gleichung auch stets einen Polyedersfamm? 

Die Beantwortung dieser beiden Hauptfragen bildet das 
Ziel der weiteren Unters ucbungen. 

§ 12. Eiateilige Eantenpolygone. 

Unter einem einteiligen oder einfaclien Kantenpolygone 
eines allgemeinen w-flacbs 

Ah= <»,>,<»,>,■■., <«.> 
verstelle ich jede Folge beliebig vieler Kanten 

P ^e; /Cj , 7cg , . . . , km, 
m welehei der En Ipunkt einer beliebigen Kante 7;,- mit dem 
Anfangspunkte der n ich stf olgenden Kante JCi+i, und der End- 
punkt der letzten Kante Te^ mit dem Anfangspunkte der 
ersten Kante 7j zusammenfällt. 

Em solches Polvgon P teilt die Oberfläche S des Po- 
lyeders A IB. z vei einfach berandete Fläehenstücke yS, und S'. 
Jedes derselben t,ntl ilt im allgemeinen einerseits Flächen, 
welche keine Kante mit P gemein haben, sogenannte Innen- 
flächen, andererseits 5 lachen, welche eine oder mehrere Kanten 
von P enthalten sogenannte Randflächen. Hat eine Rand- 
flaLhe mit dem Polygone P eine oder mehrere Kanten gemein, 
so soll sie eine zui ucktretende bezw, vorgeschobene Flache von 
iSj resp S heifspu Hieraus folgen zwei Darstellungen eines 
einteibgen Kantenpolygon es P, nämlich: 

1) Als Berandung der Fläche 8i, 

P=Kl, Vl.^, ■■■, VL,r. = P,,U h.^, ■■■, V2,r.. = h,l, ■■■ 

-.-. P--i,-v-i^V-M, h2, ..., Vhu = h,y, 
{n>2). 

2) Als Berandung der Flache 8' , 

P=11j,], C(i,s, ..., ^v, = q2,,, qa.a, ..., q^.,, = qa,i , ... 
..., iii_i,sj_j i^q^,!, qi.,a, ..., q^t,-^,^ qi,i, 

.wodurch die Punkte l3/,,i , . . ., p/^^,. Ecken einer Eandfläche <(j3/.> 
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von Sj , durch die Punkte (|/,,i, . . ., qs.j, Ecken einer Eand- 
fläche {^y^y von iS" gegeben wecden. 

Bezeichnet man mit hh und Cj, resp. die Anzahlen der- 
jenigen Eandfläehen <(/3> und iy), welche je h aufeinander- 
folgende Kanten des Polygonea F enthalten, so hat man für 
die Anzahl m der Kanten von 1^ unmittelbar die beiden 
Ausdrücke : 

1) )w = &i + 2&2 + 3^3 ;! = Cj + 2e3 + 3cs -1 . 

Beachtet man ferner, dass in dem Falle einer vorgeschobenen 
Fläche </3> oder (y), d. h. in den Fällen r^, Sh'>2, die erste 
und letzte Kante des betreffenden Zuges von P gleichzeitig 
Kauten zweier vorgeschobenen Flächen {jyy oder <(?)> sind, 
dann erhäit man: 
2a) &i = Cg + 2C4 + 3cs +"■, 2b) c^ = l,-\-2\-{-?,\-\- ■■■ . 

Aus der Kombination dieser mit den vorhergehenden Rela- 
tionen folgt; 
3} \-\-h^\-\ = Ca + C3 + Ci H . 

Die Ansdhl v^ der vorgeschobenen Flächen von S^ ist also 
gleich der Aiwahl v' der vorgeschobenen Flächen von S'. 

Durch die Einführung dieser Anzahl v geht die Relation 
(1) über in: 
4) 6^ + C; + 2«; = m. 

Die Änmhi d^ an ein Polygon P grensenden Flächen ■(«> 
ist allemal gleich der Anzahl m seiner Kanten, jede Fläche so 
oft gesohlt, als sie getremite Kantenfolgen des Polygones enthält; 
und: 

Ein Polygon P besitzt stets eine grade Amahl, nämlich 2v, 
gemeinsamer Kanten sweier vorgeschobenen Flächen <'^y und (^yy. 

Entsprechend den zu P gehörigen m Eandflächen schliefaen 
sich an dasselbe m Nachbarpolygone Man findet ein solches, 
indem man beispielsweise in 

F=p,,i, Ka. ■■■. Vi.'-.,---, P*,i,Kä, ■■■- k>-;,;---, 

Kl, ■■■; Hr, 

statt des Kantenzuges 
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ha> P''.2, ■■■, h,'-, 
den andern einführt, 

Klj VU ■■■> V'r, Kr,.. 

WO der Umfang der zugehörigen Grenzfläche </3/,^ gegeben, ist 
durch 

vm. kä, ..., p„,r„ p;, p;-i, ..., vi, Kl- 

Ist daher Pj ein mit P sich nirgends durchsetzendes zweites 
Kanteapolygou des Flächenstücke» S^ , und beträgt ^ die An- 
zahl der Grenzfläehen <(«> des von beiden Polygonen beran- 
deten Gürtels G^, so kann man innerhalb desselben zwischen 
P und Pi leicht (t — 1 Polygone einsehalten, 

p, p/, P3', ..., p;,_i, P,, 

von denen jedes folgende ein AVtc/iiarpolygon des vorher- 
gehenden ist. 

Man wähle nun zum Polygone P^ den Umfang einer 
Grenzfläche <«> und bilde aus den Anzahlen f, k und e der 
Fliehen, Kanten und Ecken von S^ den Ausdruck: 

f-h + e. 
Der Wert desselben bleibt heim Übergange von P zu P/ und 
ebenso hei allen folgenden Übergängen unverändert, weil bei ' 
jedem einzelnen die Anzahl der aus 8^ ausscheidenden Kanten 
genau um eine Einheit grofser ist als die der ausscheidenden 
Ecken, Es gilt mithin: 
5) /• _ ft + e = /i'— /c^' + e/ = . . ■ = /,/ - ä; + e; = 1 *). 

Seien jetzt auf der Oberfläche S des Polyeders ni Kanten- 
polyaone 

Pi , Ps , . . . , P. 
von der Beschaffenheit angenommen, dafs von den beiden zu 
irgend einem p gehörigen Flächen stücken Si und j5/ das eine, 
etwa Si, die übrigen m — 1 Polygone enthält. Mit Bezug auf 
die gesamte Oberfläche S gilt dann: 

f—k^e = 2, 
mit Bezug auf die einzelnen Bestandteile St aber: 

*) C. Jordan: Rcoherclies sur lea pulyödres. Bofchardts Journal 
Band 66, S. 36 und 86. 
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ü - h + c, = 1 , 
(j = l, 2, ...,m). 
DoHH ith /ul/l j ii die von den m Polygmten Fi berandete 
m fach sHban meuMnj nde Fläche: 
( ) / — ft' + e = 2 — m. 

Untei i-leu Polygoneu F bilden die B&iihni/ngs'^oiy^QnQ 
dei das n fln.li Ä„ herleitenden Folyede/r eine besondere Zu- 
sammengphuiigVe t Em m-kantiges Polygon P iat als ein 
BerulirungspolygOn chaiakteriaiert, wenn diejenigen m Flächen- 
winkel dei d lieh seine m Kanten gehenden Flächenpaare, 
welche das Polyeder A„ nicht enthalten, einen Eaum ß ge- 
mein haben Alsdann bestimmen nämlich die aus den m Kanten 
von P nach Linem Punkte % des Raumes B, geschickten 
in Ebt,neu ein dem Polyeder A^ umachciehenes Beriihrungs- 
m seit Da ferner das einem anlserhalb von A„ und der Ebenen 
a gelegenen Funkte j, zugehörige B.-Polygon P^ bei stetiger 
Lewe^un^ von }. so laige invariant bleibt, bis g in eine 
Ebene « cmtiitt mit dem Durchgange von j durch eine 
solche etwa duich Kj es abpi die zwischen den Berührungs- 
punkten dei aia 1 111 -(«^ gezogenen zwei Tangenten liegen- 
den Enntenfolgen des Umfanges von (^a^ gegen einander 
austauscht, so eihellt, dafa der dem Polygone P zugehörige 
kaum I\ mit eiuem der Fächer zusamiuenfäUtj in welche der 
unbeschiankte Eaum durch die w Grenzcbenen von A^ zer- 
schnitten wild Die Anzahl der unter den einteihgen Kanten- 
\ oly^ouen P von A enthaltenen B.-Polygone iat daher gleich 
lei um eine Einheit veiminderten Anzahl der Fächer in dem 
Systeme der » Ebenen a oder gleich der Anzahl der A,^ he- 
fjleitenden Polyeder 

M ui hndet bei Voraussetzung allgemeiner Lygu für die 
n ( 1 uzcb neu r die ftd^liche Anzahl: 



^{n - 1) (n 






^ inieit man unter Eihdltuag des morphologischen Charakters 
von A die n Ebenen stetig, sonst aber beliebig im Räume, 
so bleibt dis Syrern dei B.-Polygone von An so lange constant, 
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als das System der A„ begleitenden Körper seinen Bestand 
bewahrt. Eine Änderung in letzterem tritt nur und stets dann 
ein, wenn die vier Grenzebenen «;, «j, «i, a^ eines begleiten- 
den Tetra.eders zu gegenseitigem Durehselmitt gelangen. Be- 
zeichnet p den Ereuzungapunkt der vier Ebenen, Ji einen Punkt 
in dem verschwindenilen Tetraeder [Bj}^, Jg einen Pmikt in 
dem entstehenden Tetraeder [B^]^, und teilen die aus p an 
die vier Flächen 

<»,>, <«,>, <«,>, <«,.> 

gelegten 4 ■ 2 Tangenten deren gleich bezeichnete ümtange 
resp. in die 4-2 Teile 

<«,■>., <",-X; <".X, <«.>>; <«.>,, <".>b; <«->., <«»>», 

SO hat man: 

Pj, = .--, <a,-X, ■■., WX, ■■■> <«<>!, ■■■, <«->!. ■■■, 

w hrend die B Polygone der an das Tetraedei [E^]^ unmittel 
bai grenzenden 14 Eacbei nicht alteriert weiden 

Das Sy<.tem dm B Foljgoiu. von An ufckself al o iei jeler 
Kreu unj genau em enthaltenei. gegen etn n cht enfhalteixer, Fo- 
lygm P an 

Gesetzt es sei von den emteil ^en tantenpol) gonen P 
eines [n — l)-flachs A,^i bewiesen, dafs hei entsprechend er- 
folgender stetiger Variation der w — 1 Grenzebenen cc ein 
jedes in ein B. -Polygon übergeführt werden kann, und zwar 
in der Weise, dafs eine beliebige, aber bestimmte E-andfläche 
des Polygones P' Grenzebene des zugehörigen begleitenden 
Körpers wird, dann ergiebt die Anwendung des in § 6 ab- 
geleiteten Theoremes (2), betreffend die stetige Üb er führ barkeit 
isomorpher Polyeder in einander, dafs auch jedes Polygon P des 
w -flachs j4„, welches nicht alle drei-, vier- und fünfseitigen 
Grenzflächen des letzteren zu Handflächen besitzt, gleichfalls 
durch entsprechende Variationen in ein B.- Polygon dieses 
Körpers übergehen kann. Ist aber jede F,-PI'äehe von An zugleich 
Handfläche von P, so greife man irgend eine von ihnen, und 
zwar, um den verwickeltsten Fall zu behandeln, ein Fünfseit, etwa 
^a„\, heraus. Es sind dann rücksichtlich der Lage der 
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fünf Seitenflächen von <^«„>6 zu dem Polygone P im wesent- 
lichen zwei Fälle zu unterscheiden: 

1) Entweder liegen eine Seitenfläche <Cß,y auf der einen 
und die Tier übrigen (^y^} i KTs} j 'Cj'j) > '^75) ^"^ ^^^ andern 
Seite von F, 

2) Oder es liegen zwei Flächen <[ßjy , Kß^ auf der einen 
und die drei übrigen {,f^, 'Cfi}, (.y^) auf der anderen Seite. 

In beiden Fällen resultieren für den Verlauf des Poly- 
gones P je zwei Möglichkeiten: 

1.) p=--, 1 <ft>, <r,>l, I <ft>, <».>!, 1 <ft>, <r,>l,'-; 
ib) Pes- . ■, i <ft>, <r,>|, i <«.>, <r,>|, 1 <».>, <r,>j, 

I <«•>, <7.>l, I <«.>, <n'>\, I <ft>, <7,>l,--, 
2.) P=..., I <ft>, <y,>|, I <«,>, <A>|, I <«.>, <fc>|, 

1<A>, <r,>^■■•, 
2b) Pss.-., 1 <(!,>, <75>|, 1 <».>, <r.>l, i <«•>, (j-,)!, 

1<«.>, <>'.>l, l<A>,<r.>l,---- 

Nun kann man gemäfs den Ausführungen des § 6 das Poly- 
eder An sich selbst isomorph stets so stetig variieren, dafs das 
durch die Ebene a„ von dem {n — l)-flach A^—i abgeschnittene 
Hexaeder in den Fällen 1 a) uud 1 b) von der Ebene ß^ , in 
den Fällen 2 a) und 2 b) von der Ebene y^ in einem Fünfseit 
begrenzt wird. Dann giebt es in dem jeweiligen Fünfseit 
genau zwei die Fläche <«„> nicht schneidende Kanten, welche, 
statt der bezüglichen Kanten von <«„> in das Polygon P 
eingeführt, dieses in ein einteiliges Kantenpolygon P' des 
(n — l)-flachs .4«— 1 verwandeln. Indem man jetzt letzteres so 
variiert, dafs P' B.-Polygon wird, und dafs ß, resp. y^ in eine 
Grenzebene des zugehörigen begleitenden Polyeders 11 über- 
geht, so wird man die betreffende Ebene vermöge einer ent- 
sprechenden, genügend kleinen Drehung um eine, weder das 
Polyeder A„—i noch den begleitenden Raum R schneidende 
Gerade in eine Lage der Ebene «^ bringen, in~ welcher sie den 
Raum M in zwei Bäume E^ und B^ teilt, sodafs denselben 
in dem einen Falle die B. -Polygone la) und Ib), in dem 
andern die B,-Polygone 2a) und 2b) zugehÖren, 

Hierdurch ist gezeigt, dafs mit dem Beweise der anfangs 
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Über das Verhalten der Polygone P' eines (n — l)-flachs 
J.„_i auagesprocheneo Behauptung auch der Beweis für das 
analoge Verhalten i3er Polygone P eines w-flachs J„ ge- 
geben ist. 

Es sind aber die einteiligen Kantenpolygone P eines 
Tetraeders A^ gegeben: 

1) durch die Umfange der vier Greiizdreiseite 

<«,>., <",>., <«.>.. <«.>., 

2) durch die drei windschiefen Vierseite 

.) l»„»,l, |»„«,|, !«,,«.!, 1«,,».|, 
i) !«.,«.!, I«., «.1, l"=.«il, {-„'tl, 

O) |<.„»,|, |«3, «,|, 1»„.,1, 1«,,«,|, 

und diese sieben Polygone sind identisch mit den B.- Polygonen 
der A^ begleitenden sieben Körper: 

1) mit den vier das Tetraeder gleichzeitig seitenden und 
scheitelnden Vierfiachen , 

2) mit den drei A^ doppelt kantenden Tetraedern. 
Es resultiert mithin der Satz: 

Theorem 4. Jedes eint^lige Kantenpolygon P eines aU- 
gemeineii Polyeders A^ kattn dv/rch stetige Variation desselben in 
das B.-Folygon eines begleüenden Körpers übergeführt werden. 

Die Anzahl der Polygone P eines Polyeders Ä^ ist im 
Gegensatz zu der Zahl seiner B.-Polygone keine Invariante 
von n. Sind nämlich 'C'^k) , (cci} die Seitenflächen und' ^K;)-, 
■(k,„> die Scheite Ifläehen eines Kr euzungs vierflachs von Ä^, 
und bezeichnet Qi, ^^ die Anzahl derjenigen Polygone P, 
welche sowohl durch die Kanten [k^, k*] und |ß;, kj[ als 
durch die Kanten |a„, Kk\ und (a^, «/ 1 gehen, (/c, T)^ aber 
die Anzahl derjenigen Polygoneapaare, von denen das eine 
die Kajiten | k,- , Uk | und i ß; , «j | , das andere die Kanten 
l^^mi «*| und |a,„, K(| enthält, ohne dafs beide eine Kante 
gemein haben, so besteht zwischen den Anzahlen ip und tp' 
der vor und der nach Kreuzung von ct-i, «j, «;, k,„ vorhandenen 
Polygone P die ßelation: 

<p - V - (k. t). + (h, i\. 



y Google 



§ 13. Isomorphe Kaute npolygone. 57 

Beispielsweise bestimmt man für die beiden Formen des 
Hexaeders: 

^ = 26, <p'=2S, 

wsiiirend die Anzahl der B,-PoIygone in beiden Fällen 25 beträgt. 
Die Berechnung der Anzahl cp läfat sieh in jedem ge- 
gebenen Falle aus einer F.- Construction dea betreffenden Po- 
lyeders zwar ohne principielle Schwierigkeiten, aber meisten- 
teils nur mittelst weitläufiger Rechnungen ausfahren. 

§ 13 Isomorphe K'ratenpolygoiie 
Ein blbmR gh dl Polygon 

p=; / / 

kann als I t nj 1 1: ly 1 ui'gefafst 

werden, j d 1 h 1ml t inander- 

folgende Itghdlib 11 b It auf ein 

und ders Ib S t 1 I t 

Bezp 1 t ml 1 () t d m t Ijg e P auf 

derselben t d Eb [^ M « ' P U, dessen 

eudhche Vbl t kmfcd ]ik(K 7) u keiner 

Ebene [Ä- / ] g h tt 1 k 1 d e aus p 

nach irg d mPkij Kt^g endliehe 

Strecke \p ).\ i Ebn[// ]gtff werden. 

Eine solcl El uT t t h d E I V bindungs- 

strecte |i(_' ! ) \ dwt mdt j m Kante der 
beiden v {k 1 ) h i t h \ P t t 1 hneiden. 

Ein verä 1 1 b P 1 1 1 1 \ t t g in jede 

Kante de P ly^ t t 1 in d Eb \ki,h+i^ 

zu paasie B t Fb b 11 und das- 

selbe con P 1 I 1 P t ]lt f d Oberfläche 

gezogene P lyg 1 

Enth It P b K t fc m 1 1 w Kanten, 

d. h. eben Z d F m 

Ici, lu+i, ,■ ■ -, h, 
so hat man, um es als Kantenpolygon darKustellen, durch 
jede Kante 
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noch eine zweite Ebene zu legen, so dafs diese Ebenen zusammen 
mit den früheren wiederum ein einziges Polyeder begrenzen. 
Zwei Kantenpolygone P und P' fieifsen isomorph, wenn 
einer zu P gehörigen umläufigen Kantenfolge 

P = \, h, ■■-, hn 
eine zu P' gehörige nmläufige Kantenfolge 

■ P' = h', V, -.., K' 

von der Beschaffenheit entspricht, dafs je drei in einer Ebene 
liegenden Kanten 

je drei in einer Ebene liegende Kanten 

Uj,eo dn t s n 1 

Bntsi c] end dem n § 6 aufge teilten ITheo me g It 
der S-ttz 

Theorem 5 Zwe is o $he Ka teipoljjone P nd P 
lo en te FJalt tjj 7 es mo xl loj c/ CJa Jfe tt 
stet g e a Jet tbe gef Irt we d 

Da w e e n Schi fs vo uf + 1 1 cl z t 1 

&atz fi zwe somorjhe co v e el n lolygone tattl t 
re It e in denselbe fil ed tndhf Je 
je en Polygone P nd P z 1 ewe se wel 1 e P nd 

P ent tehen wenn m n n je z e ent p eeh n 1 n 1 n n 
Kantenz gen 

ft,, /i.,+i, . . ., li! und k,, Li+i, . . ., li 
nur die bis zu ihren Durchschnitten verlängerten Endltanten 
auffafst. Die resultierenden redncierten Polygone 

Pi = li, l.i, ..., hl. und P/ = V> V, ■■■, ^^,. 
als Kantenpolygone der Polyeder 

^ä,< = [^i, ^sl. ih^hl^-'-y [-1^7 ^i] und 

teilen deren Oberflächen 8, 8' in je zwei getrennte Bestandteile, 

s = 8^~\-8^, s- = s,'+ s;. 

Der Kürze halber seien die den Ebenen 



y Google 



§ 13. Isomorphe Kantenpolygone. 59 

[»,,»,], [J,, JJ, ..., [Ji„-i, Aj„] und 
[J,',A,'], [V,V],..., W,-i, «„] 

zugehörigen Grenzpolygone der Flächen 8^ und 5*^' bezeichnet 

durch resp. 

<«,>, <«,>,..., <%,_!> und «>, <«/>> ■•■, <%'-!>- 

analog die Grenzflächen der Bestandteile S^ nnd 5*/ durch reap. 

<«.>,<»j>, ...,<«!,> ™<i <«.'>,<«;> <«;,>■ 

Dies festgesetzt kann man den Ausführungen des § 5 
zufolge die beiden Polyeder Ä2,,, Ai/t unter Erhaltung der 
beiden Polygone P^ , P/ so stetig im Räume variierenj dafs 
durch Kreuzungen entsprechender Ebenenquadrupel die etwa 
zwischen den Kanten 

[ Kg , «1 1 und I «a I % ! I I "31 ^1 I ^^^ I "^a'i ^ä' i 
gelegenen Seiten der Grenzflächen -(Ka^, ^^a'^ aus deren Be- 
grenzungen ausscheiden. Indem man dann weiter ganz ebenso 
die etwa zwischen den Kanten 

I «5 , K, I und ' I «5 , «7 1 , I Kj', «/ I und | «/, «/ | 
gelegenen Seiten der Grenzflächen <aj>, <«5'> aus deren Um- 
fangen ausscheidet, und successive die Flächen 

<»,>, <«,>, ..., <«„_.> «nd <»,->, <«;>, ..., <«;„_,> 

auf entsprechende Weise behandelt, bringt man die Beetand- 
teile Si, 8^' nach und nach auf die Gestalt; 
<..V+. I : <»,>., <.,>„ <»,>>,..., <«,„-,>„ <»>,-.>„-=S, 
«>,+.]: «>., <»5'>s, «X, • . ., <«i,-a>., <«;,-i>., = S,-. 

Unter Festhaltung des morphologischen Charakters der 
so gewonnenen Flächen 8^ und S/ lassen sich die ihrer Ge- 
stalt nach bisher unveränderten Bestandteile Ä^ und S^' durch 
ganz gleichartige Processe in die einander isomorphen Flächen 
82 und 82 überführen. 

Demnach können die beiden ursprünglichen Polyeder unter 
Bewahrung des Charakters der Polygone P^ und P^' durch 
stetige Variationen in zwei isomorphe Körper, und diese gemäfs 
dem in § 6 aufgestellten Theoreme 2 sich selbst isomorph 
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stetig zur Declcung gebracht werclen. Dadurch gelangen aber 
auch die Polygone P^ und P/ in der vorgeschriebenen Weise 
zur Coineidenz. 

Als unmittelbare Ergänzung des Theoremes 5 bietet sieh 
der Satz: 

Ist ein Polygon P/ isomorph dem Randpoljgone P^ einer 
Fläche Sij so kann dasselbe sich selbst isomorph stets so 
stetig variiert werden, dafs es das ßandpolygon einer zu Si 
isomorphen Fläche 8^' wird. 

Durch jw-malige Anwendung dieses Satzes findet man 
allgemein : 

Theorem 6, Isi eine m-fach heranäete allgemein polyedrisehe 
Fläche gegelien, 

^;.=p/, Pg', ..., p;, 

deren m Randpohjgone resp. den Bandpohjgonm 

P^, 1\, ..., F,„ 
von m isolierten Flächen 

entsprechend isomorph sind, so kann dieselbe stets sjcä selbst isomorph 
so stetig im Baume variiert werden, dafs sie durch m den Flächen 

isomorpiien Flächen 

s,\ s,', . . . , s;„ 

m einem allgemeinen convexen Polyeder geschlossen wird. 

% 14, Enthaltene und enthaltende Polyeder. 
Ein auf der Oberfläche S eines Polyeders beliebig ge- 
wähltes System von Polygonen P teilt dieselbe in eine be- 
stimmte Anzahl einander ausachliefaender d. i. sich gegen- 
seitig nirgends überdeckender Stücke 

6V, ,%, .-.., &,. 

Die Berandung Ei eines solchen einteiligen Bestandteiles 
8i von 8 wird im allgemeinen aus mehreren in keiner Kante 
einander durchsetzenden Polygonen PW(A=1, 2, • • •) be- 
stehen. Ist nun der durch diese Polygone vermittelte gegen- 
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seitige Zuaammenhang der Bestandteile S^, S^, ... von der 
Beschaffenheit, dafs ihre sämtlichen Bandkanten und nur diese 
von dem Polyeder j1„ mittelst eines Systemes neu einzutühren- 
der Grenzflächen <^ßj,+v^ abgeschnitten werden können, welches 
die Formen der Handflächen nicht alteriert, so soll dat, System 
der F als ein Erweiterungmets der Olerfläche S aufyefafst 
werden. 

Es erfüllen die Polygone P hezw. die ihnen äquivalenten 
Polygone P''*' die Bedingimgen eines Erweiterungsnetzes alle- 
mal dann und nur dann, wenn entweder jeder Bestandteil Si 
mindestens drei Flächen <«> enthält, oder wenn, falls Be- 
standteile mit einer resp. mit zwei sich seitenden Flächen 
vorhanden sind, der einen solchen Bestandteil umgehende 
Flächengürtel sich nicht über einen einzigen sondern über 
verschiedene Bestandteile S,- erstreckt. Diese Einschränkungen 
sind notwendig, weil die Form eines ein- hezw. eines zwei- 
flächigen Bestandteiles durch die Beranduug des angrenzenden 
Gürtels bereits unzweideutig bestimmt, und mithin eine Ein- 
schaltung von Zwischenflächen so lange ausgeschlossen ist, 
als der Gürtel erhalten bleibt. Hat aber das System der P 
die angegebenen Eigenschaften, so kann man längs des Netzes 
ein System von Zwiachenflächen unter anderem mittelst des 
folgenden stets anwendbaren Verfahrens einschalten: 

Man fasse irgend einen Bestandteil S^ nebst seinem supp- 
lementären S — Si auf und construiere auf den an das Rand- 
polygon 

J\ = ^,i, ^Ji,a, ■■■. P..^-,. ■■-. V"a, Ks, ■■■, h.^,, ■-; 

])i,l, P,-S. ..., Kr, 

= cii,i, qi.a, ..., qi,s,, ■--, 'Kl, f|*,s, ■■., q/-„v,, • ■ -, 
Cl<,i, qi.ä, ..., (\kh-^Qi 
grenzenden zwei Plächenstreifen 

<(!,>,■■■. <»,•■■, <ft>, 

<r,>, •■■, <n>, •■■, <»> 

zwei dem Polygone Pj ^; Qj isomorphe Polygone: 
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qM, 


■ . , qi'. 
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Bestimmt man dabei die gegenseitige Lage der beiden Poly- 
gone F^ und P/' in der Weise, dafs einerseits der Schnitt 
der Ebene ß'i des dem ebenen Kantenzuge 

Kl. P",s, .-., Kr, 
auf S — Si entsprechenden Zuges 

Vh, Vl^, ■■■> Kr, 
mit der Ebene ßk zwischen den Kanfcenzug 

K,i, V>',2, ..., Pv, 
und die Strecke j (3/,,i , ^h,r,^ 1 , andererseits der Schnitt der Ebene 
•y'k des dem Kantenzuge 

q/.i, (\„,2, ..., q,„.„ 
auf jSi entsprechenden Zuges 

ciM, ci;,2, -■-, iiM,. 

mit der Ebene j'/, zwischen den Kantenzng 

qM, q^, ..., q;;,,, 
und die Strecke 1 q?,, i, q?,,,,, 1 fällt, legt alsdann durch die ein- 
zelnen Kanten der Züge 

ps,i! Vm, --v Vinr,, und q;,;i, qj^a, ..., qi',,^ 

gleichfalls Ebenen, so kann man immer bewirken, dafs das 
System der durch die Kanten der Polygone P^' und P," ge- 
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legten Ebenen Ton dem Polyeder A„ genau das Kantenpolygon Pj 
abselineidefc, und dafs es zusammen mit den Beatandteilen iSj' 
und S/'*) ein von höehatens w + ^ Flächen begrenztes Po- 
lyeder ^«-fv bestimmt. 

Da das Polygon P^" von dem FlUchenstücbe S — Si 
ein demselben genau isomorphes Stück abschneidet, kann man 
weiter einen an P/' grenzenden Bestandteil von dem Flächen- 
typus Sg herausgreifen und zwischen ihn und den supplemen- 
tären durch eine der vorherigen ähnliche Construetion einen 
zweiten Flächengürtel einschalten, u. s. w. Man erhält durch 
m-malige Wiederholung dieses Verfahrens aus A^ ein Poly- 
eder ji„+v', welches die m Bestandteile St bezw. m ihnen iso- 
morphe in durchaus getrennten Lagen enthält. 

Die vorstehende Construction kann auf die mannigfaltig- 
sten Arten variiert werden. So kann man einmal derselben 
eine andere Anordnung der Polygone PC'I zu Grunde legen, 
oder man kann innerhalb des Netzes der PC'' ein neues Polygon 
P bestimmen, längs dieses zunächst einen Flächengürtel ein- 
schalten und dann die von dessen Bändern eingeschlossenen 
Fläehenstücke der ersten Operation unterwerfen, oder man 
kann die Isolierungen der Bestandteile Si, sei es für die Ober- 
fläche S selbst, sei es auch nur für ein aus mehreren Si zu- 
sammengesetztes, einfach herandetes FlächenstUek derselben, 
gleichzeitig ausführen, u. s. w., u, s. w. 

Um für den letzten Fall ein Beispiel zu geben, wähle 
man auf An n — 1 unabhängige, d. h. solche Polygone P, 
deren jedes mindestens eine den übrigen nicht zugehörige 
Kante besitzt. Dieselben teilen die Oberfläche S in n Be- 
atandteile Si^<^€Ci'). Construiert man innerhalb jeder Grenz- 
fläche <ß;>m. ein isomorphes Polygon <«i>ra; und legt durch dessen 
Seiten JW; Ebenen, welche von A„ nur die sämtlichen Kanten 
der Fläche <^a;^ und keine Ecke einer Fläche ■(aj^ abschneiden, 
so hestimmen alle diese Ebenen mit den n Ebenen -(k;^ zu- 
sammen ein allgemeines Polyeder At^—h mit den n isolierten 
Flächen <ßi>m^. 

*) Es bezeiclmeu S/ nnd S," die von den Polygonen F-^ und P," 
berandeten, dea Bestandteilen S, und S — iSj isomoi-pbeu Plächenätücka. 
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Die allgemeicstö zu einem gegebenen Erweiterungsnetz 
N^ = F,, P,, ..., P^ 
gehörige Einschaltungsfläclie wird durch eine aus ebenen Po- 
lygonen ^n)> zusammengesetzte m-facli berandete Fläche Fm 



F,^ — P,', p,;, ..., Pr,:, 

deren m Randpolygone P/ resp. den m Polygonen P; iso- 
morph sind. 

In der Folge soll das Polyeder An, als ein m jedem abgeleitetm 
Polyeder A,,^ „enikaltenes'\ letgteres als „enthaltendes" Polyeder 
hemchnet werden. 

Zu jedem Polyeder A„ (n = 4, 5, ß, . . ,) existieren offen- 
bar so viele enthaltende Polyeder A+v, als man haben will. 
Umgekehrt fragt es sich, unter welchen Bedingungen ein ge- 
gebenes Polyeder A^ selbst enthaltendes Polyeder eines oder 
mehrerer in ihm enthaltener Polyeder A„—v ist. 

DaCs es in der That im allgemeinsten Sinne irredmbele, 
d, h. niehtenthaitende Polyeder giebt, beweisen das Tetraeder, 
das Pentaeder, die beiden Formen des Hexaeders und die fünf 
Formen des Heptaedera, Damit ein Polyeder A^ reäudhel oder 
enthaltend sei, ist es notwendig und hinreichend, dafs auf seiner 
Oberfläche eine einteilige w-fach berandete Fläche F^ existiert, 
deren »i>2 Eandpolygone Ph folgende Eigenschaften besitzen: 
Dieselben müssen sich so in einzelne getrennte Stücke (lianten- 
folgen) zerlegen lassen, 

P, = 7^1 + 4,, + . . - + 4,,,-i -I- t,,;,-M + - . - + 4,., 

(Ä = 1, 2, . . . , m) 
— jedes Polygon Pi mit Bezug auf den eingeschlossenen 
Bestandteil Sh in positivem Sinne durchlaufen — dafs erstens je 
zwei Kantenfolgen + 7;, **) und ^ Ij^^t entsprechend isomorph sind, 
dafs zweitens in P,- und P* auf die Züge -J" li,i iind — lk,i resp. 
■ zwei Züge + if,v und — it,*' folgen, und dafs drittens iu P*' 
an den Zug + ^s', > sich der Zug ■\- li-\i sehliefst. Alsdann folgt 
nämlich aus den Theoremen 5 und 6 des vorigen Paragraphen, 

*) Durch die Vorzeichen sollen die Riehtiingen der Kantenzüge an- 
gedeutet werden. 
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dafs die m Flächen St reep. m ihnen isomorphe Plächen sich 
stets zn der vollstUndigen Oberfläche eines Polyeders zusammen- 
setzen lassen. 

Ist für ein beliebiges Polyeder irgend ein Erweiterungs- 
netz nebst einem zugehörigen Einschaltungssysteme gegeben, 
und bezeichnet cc,, die Anzahl der Ä-seitigen Grenzflächen des 
gegebenen Körpers, yi, die Anzahl der Ä-aeitigen Grenzflächen 
des Einachaltungssystemes, so ergiebt sieh ans den charakte- 
ristischen Gleichungen des gegebenen und des abgeleiteten 
Polyeders, d. h, aus den Gleichungen 

1) 3a;g -\-23:^'i-x^ — Xt — 2xs = 12 , 

2) 3(^, + 1/,) + 2(x, + tl^) + {X, + y,) - {X, + y,) 

-K^, + y,) = 12 

für die Anzahlen )//, die Bedingungsgleichung: 

3) 3», + 2y. + ?s - S, - äs, -0- 

Diese Beziehung giebt ein Mittel au die Hand, um ein ge- 
gebenes Polyeder A„ auf seine Reducibilität hin zu prüfen und 
successive die in ihm etwa enthaltenen Polyeder zu bestimmen. 

Das einfachste in Frage kommende Lösungssystem der 
Gleichung (3) ist gegeben durch: 

2/a = «/4 = «/a = ?/v = «/3 = ■ ■ ■ = 0. 
Dasselbe definiert ein ausschliefslich aus sechsseitigen Greoz- 
flächen bestehendes Einschaltungssyeiem. 

Die Polyeder des Bereiches Bp, d. h. die Polyeder, welche 
definiert werden durch die Gleichung 

Zx^ + 2x, + a:^ — 12 = 0, 

können, wenn überhaupt, nur E in schaltungs Systeme dieser 
speciellen Art enthalten. 

Jede Erweiterung eines gegebenen Polyeders M einem ent- 
hütenden Polyeder, hei welcher das Mnmtretende Flächensystem 
nur Grenssechssdte enthält, soll eine EUmmtarenodiertmg , das 
Erweiterimgsiiets, längs dessen sie vollsogen wvräy aber ein Ele- 
mentameis hdfsen. 

Eberhard, Morpliüloeio der roljedor. 5 
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§ 15. Elemeutarpolygone und Elementargürtel. 

Die einfachste Form der Elementar er Weiterung eines ge- 
gebenen Polyeders Ä^ zu einem enthaltenden Polyeder ^1,,+™ 
besteht in der Spaltung desselben längs eines auf ihm vor- 
handenen Elementarpolygones P in zwei Bestandteile S^, 8^ 
und in der Verbindung der freien Berandungen letzterer durch 
einen zu jenem Elementarpolygone gehörigen, d. h. von 
zwei demselben isomoi-phen Polygonen berandeten Elementar- 
gürtel (5<6>. 

Die zwischen den dem Polygone P isomorphen ßand- 
polygonen B^ und H^ der Bestandteile S^ und S^ eingeschal- 
teten m Flächen <a„4.;,>g des Gürtels G<6> können dann 
zweckmäfsig — und zwar auf doppelte Weise — in ein System 
von Elementarstreifen geordnet werden. Das eine System 
erhält man, indem man die an das Polygon M^ grenzenden 
Flächen 

<«.+.>.,<«.+.>,, ••■,<«.,>. 

zu dem Elementarstreifen jS/, die an den freien Rand B^' des- 
selben grenzenden Flächen 

<«..+.>.,<«..+,>„...,<«„>. 

zu dem Elementarstreifen S", u. a. w. rechnet, das zweite, 
indem man die an das Polygon J?^ sich anschlieCsenden Flächen 

<««+i>6, <ff^+s>6, ■■■, <«^,'>a 
zum Eiementarstreifen S^', die an den freien Kand i?/ des- 
selben sich anschhefsenden Flächen 

<«;.+.>„<.;..+,>., ...,«.>. 

zum Eiementarstreifen 8^", u. s. w, zusammenfafst. Jedes 
dieser beiden Systeme wird entsprechend dem morphologischen 
Charakter der Randpolygone üJ; , Äg im allgemeinen aus einer 
bestimmten Anzahl r^ , r^ vollständiger, d. h. geschlossener, 
und einer bestimmten Anzahl pj, q^ unvollständiger, d. h. ein- 
oder mehrfach unterbrochener Streifen bestehen. Die Grenze 
zwischen beiden Gebieten wird durch dasjenige Polygon JJ^'J, 
Ji[>-i) gegeben, welches unter seinen Kanten solche von R^, Ü, 
enthält. 
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Ich behaupte nun, dafs, wie auch de> Gürtel G beschaffen 
l die icufen - 



!)..-,„ 2) (..-(.,. 
Zum Beweise der ersten Gleichung bemerke man, dafs der an 
jRg grenzende Streifen S^' mindestens eine Fläche -(ßn-i-ji^ des 
Streifens S'^'^, aber keine einzige Fläche des benachbarten 
Streifens 8i'~^^ enthält. Es folgt, dafs der Streifen S^" minde- 
stens eine Fläche des Streifens Sj^''—'-^, aber keine Fläche 
des Streifens Sj^'''^~^^ enthält, u. s. w., dafs schliefsHch der 
Streifen 5a<'"'~^' 'keine, der Streifen yS^'*"'' mindestens eine Fläche 
des Streifens S^' aufweist. Der nächstfolgende Streifen /?/'''+i' 
ist daher notwendig der erste unvollständige Streifen. Daraus 
folgt aber, wie behauptet, 
1) »'s = »"l • 

Um die zweite Beziehung zu bestätigen, denke man sich 
zwischen den Gürtel G und den Bestandteil S^ nach einander 
1 -|- — dem G isomorphe Gürtel G^, G^, ... eingefügt. 

Man kann mit nur unwesentlicher Einschränkung der anzu- 
wendenden Schlufsweisen die Annabme machen, dafs )\ > p^ , 
also — M^ ist. Es liegt dann der Gürtel 

G = 8^ + s;'-\ h St'^ + ^''^'^ H h 4'"'+'^' 

ganz in dem Gebiete der 2r^ vollständigen Elementarstreifen 

,S/, S,", ..., St'\ Sf'+", ..., Sf'\ 
Folglich fallen die Flächen des Streifens S^ auf die 1 + Pi 



die Flächen des Streifens S^' auf die 1 + Pi Streifen 

sehlierslich die Flächen des Streifens 22^ auf die 1 + p^ 
Streifen 

Nach Voraussetzung gehört aber mindestens eine Fläche des 
Streifens 2^3'''"'"'''' noch zu dem Streifen S^, also gilt 
2a) Pi > pä ■ 
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Indem man jetzt mit Bezug auf das Polyeder Ä„+m den 
Gürtel G, statt zwischen G- imd S.^ zwischen G und S^ ein- 
schaltet, so beweist man ganz ebenso die Ungleichung: 
2b) Pa5i>i- 

Mithin resultiert in der That: 
2) s, - <,,. 

Zufolge der hiermit bewiesenen Relation 
»■i + Pi = J = ' + P 
definiere ich die Gr'öfse y ah die Amplitude deb Elemmtar- 
gürtels G. 

Es zerfallen die Polygone P des Elementai^urtels G in 
zwei wesentlich verschiedene Kategorien 

1) In solche Polygone P, welche den Gürtei G in ein 
einfach, näialich von P berandetes Flächenstiick F' und ein 
im allgemeinen dreifach, nämiich von P, P^ und Ü^ berandetes 
Stück F'" zerschneiden, und 

2) iu solche Polygone P^, welche den Gürtel G in zwei 
zweifach, nämlich von P^ , It^ und von P^ , JJg berandete Stücke 
(?, und 6^2 zerteilen. 

Da das von einem Polygone P umsäumte Fläehenatöck F' 
sich lediglich aus Grenzsechsecken <^«„4.A))g' zusammensetzt, so 
wird es seiner Construction nach schon durch das Polygon P 
imzweideutig bestimmt. Es kann daher weder ein dem Po- 
lygone P isomorphes noch Überhaupt zwei einander nicht 
schneidende isomorphe Polygone enthalten. Keines seiner 
Polygone P kann daher Blementarpolygon sein. 

Fafst man dagegen ein Polygon P^ ins Äuge und er- 
weitert den Gürtel G durch zweckmäfsige Ansetaung neuer 
Grenz sechs ecke an seinen Band M^ über diesen hinaus um einen 
dem Gürtel G, ^ (B^, P^) isomorphen Gürtel {?/= (B„ P,), 
so schüefsen die einander isomorphen Polygone Pj und P^ 
einen gleichfalls aus m Grenzsechsecken "(«1^^^^ bestehenden 
Gürtel G/ ein. Jedes auf G gezogene Polygon P^ ist daher 
selbst ein Elementarpolygon mit zugehörigem m-flächigen Eie- 
rn entargürtel. 

Angenommen nun, unter den Polygonen P, eines zu einem 
Elementarpolygone .B, gehörigen Eiementargürtels Gg ^(if^, i^) 
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seien zwei isomorphe, einander aber nicht schneidende Polygone 
F^ und Pi' Torhauden. Dieselbea werden den Gürtel in drei 
doppelt herandete Stücke rj,, G^, F^ zerschneiden, 

r, E5 (jü, , p.) , e. = (P, , P,-) , r, = (P,' it,). 

Man setze den Gürtel G über das Polygon iJg hinaus fort 
und zerschneide darauf die resultierende Fläche durch ein mit 
P[' beginnendes System getrennt verlaufender isomorpher Po- 
lygone 

P/, P/', P/", . . . 
in ein System sich aneinander setzender mit (?j^(P, ,Pj') 
isomorpher Streifen 

(?/ = (P/, P/') , G;' = (P/', P/") , , . . . 

Es sei Gj'^—'-> der letzte Streifen, welcher noch ganz inner- 
halb von Pjj liegt. Der nächstfolgende Streifen G-,*'*' teilt dann 
durch sein Randpolygon Pj*H-^* den Überschüssigen Teil von 
r^ in einen zu G-^^^^ gehörigen Teil F^'-f'* und einen über Cr/''' 
hinaiisrejehenden Teil. Dem beide Teile trennenden Polygone 
P^'^' entsprechen in den isomorphen Streifen 
(?i, (?/, G", ..., G,^^') 
ebenso viele isomorphe Polygone 

Pg, P;, Pg", ..., 1\^'^^>. 

Dadurch sind auf dem Gürtel (x, + F^ ;e^ (Pj , Ej) neue 
isomorphe Streifen bestimmt: 
(?a = (P3, Pg'), G/~ (P/, Ps"), . . ., Ga'^-« = (Pa'*-", Ps'-P')- 

Der nächstfolgende, an den letzten Streifen längs des Po- 
lygones P^*^' sieh ansetzende Streifen (J^'J'' wird durch sein 
freies Randpolygon Pg^W-^' das F^ abschliefsende Stück im all- 
gemeinen wieder in zwei Teile spalten. Zu dem Randpolygone 
Pj(p' des ersten zu Gg'"' gehörigen Teiles lassen sich in den 
p isomorphen Streifen 

Gi, G^, (?;', ..., (?s(^-'i 
ebensoviele isomorphe Polygone ziehen, 

Pg, Ps', P3", ..., Ps'^-'', 
welche auf Gj + F^ gleichfalls p isomorphe Streifen bestimmen, 

G3 = (p3,p;), g^ = {f^,f;'), g;- ^ (Fs" , Pf) , ..., 
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Da Jie Anzahl der Grenzflächen von F.^ eine endliche ist, 
so wird eine genügend häufige, etwa j-malige, Wiederholung 
der angewandten Einfceiluugs weise die Flächen von F^ endlich 
erschöpfen, d. h. es wird das Polygon P,W mit dem Polygone 
E^ identisch zusammenfallen. Dann aber existiert auf dem 
Elementargürtel (?j^(P[,Pj'j ein dem Polygone E^ isomorphes 
Polygon Pg. 

Wenn also auf einem von swei isomorphen Folygonm Hi 
und 2^3 hercmäetm Elementargürtel G zwei andere gleichfalls 
isomorphe einander aber nicht schneidende Polygone P, und P,' 
vorhommen^ so enthält der Gürtel zwischen letzteren allemal min- 
destens noch ein drittes seinen Mandpolygonen B.^ und R^ iso- 
morphes Polygon P,. 

Dieser Satz bietet offenbar die Möglichkeit, jeden belie- 
bigen Elementargürtel G durch ein System einander nicht 
schneidender, den Randpolygonen E^ und B^ und folglich ein- 
ander isomorpher Polygone 

R^', El', ..., i?!'™-«, i?i<™) 

in eine Reihe sich gegenseitig au sschliefs ender, im allge- 
meinen nicht isomorpher irreducibeler Gürtel zu zerschneiden. 
Ist die Zahl m = 0, so ist der Gürtel G schon an sich irre- 
ducibel. 

Man kann jetzt zu irgend einem Elemenfcarpolygone E^ 
durch fortgesetztes Ansetzen von Element aratreifen eine ins 
Unendliche reichende Fläche und auf derselben alle — mög- 
licher Weise in unendlicher Anzahl — vorhandenen, mit E^ 
isomorphen Polygone P^, Pg, . , ., construieren, welche mit P^ 
zusammen je einen irreducibelen Gürtel einschliefsen. Da, 
wenn a die Anzahl der Kanten des Polygones Pj und folglich 
auch jedes anderen Polygones P bezeichnet, kein einziges Po- 
lygon sich über mehr als —J aufeinander folgende Elementar- 
atreifen erstrecken kann, indem ein solches mit zwei Flächen <^fö^ 
eines von ihm durchquerten B 1 em enta rat reif ens mindestens je 
zwei Kanten gemein hat, und da unter der gemachten Vor- 
aussetzung das Polygon P^ dem gewonnenen Satze zufolge 
von jedem Polygone Ei+i geschnitten wird, so folgt, dafa alle 
Polygone Ei+i innerhalb des von den ersten an P^ angesetzten 
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/ + j Elemeiitiir streifen gebildetea Gürtels G enthalten sind^ 
wo y die Amplitude des zwischen H^ und M^ liegenden Gürtels 
augiebt. Es enthält aber der Gürtel G nur eine endliche 
Anzabl von Elementarpoljgonen P, also auch nur eine end- 
liche Anzahl q von den mit M^ isomorphen Polygonen Ki_[_i. 
Mithin resultiert der wichtige Satz: 

Theorem 7. Die Amahl der m einem beliehigm Elementar- 
polygone gehörigen wreducibelen und allomorphen Elementargürtel 
ist endlich. 

Man kann sagen, dafs ein Elementarpolygon den ihm zu- 
gehörigen 9 irreducibelen Elementargürteln gegenüber sich 
periodisch verhält. 

Bezeichnet fi die Anzahl der Seitenflächen des Elemenfcar- 
gürtels Gi, so stellfc sieh die Anzahl der Flächen irgend eines 
zu P gehörigen Elemeutargürtels in der Form dar, 

«1 ■ yi + «ä ■ 72 H h cIq-Yv, 

wo die Gröfsen tt,- beliebige positive ganze Zahlen einsehliels- 
lich der Null bedeuten. Im allgemeinen wird ein reducibeler 
Gürtel G auf mehr als eine Weise in ein System sich aus- 
schliefsender irreducibeler Gürtel zerlegt werden können. 

§ 16. Wormalpolygone und ITormalgürtel. 

Die vergleichende Betrachtung der'Polyeder in Rücksicht 
auf ihre etwaigen Elementarpolygone läfst nicht nur die zahl- 
reiche Verbreitung dieser Polygone sondern auch eine grofse 
Mannigfaltigkeit in den vorkommenden Formen erkennen. Am 
häufigsten treten solche Polygone auf, für welche mindestens 
je ein zugehöriger irreducibeler Eleraentargürtel sich auf einen 
vollständigen oder einen unvollständigen Elementarstreifen und 
zwar so redaciert, dafs jede seiner Flächen von den beiden 
Kandpolygonen des Streifens begrenzt wird. Diese der Natur 
des Gürtels nach einfachsten und, wie die Folge zeigen wird, 
auch wichtigsten Elementarpolygone sollen als Normalpolygone, 
ihre zugehörigen irreducibelen Elementargürtel als Noinial- 
gürtel bezeichnet werden. 

So besitzt beispielsweise ein Tetragonhexaeder A^' mit 
den Gegenecken 
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(«1, «2, a-j) und (a.,, a^, a^) 
und den drei Paaren von Gegenfiäelien 

1) vier Normalpol jgone des Typus 

2) secbs Normaipolygone des Typus 

|,„«, I, 1»,,«,!, l«„ », I, I«.,». I, 

i«., % I, l«<, «, I, l«s, «J, l«a, "J- 
Die zugehörigen Normalgürtei bestehen 

1) aus drei sich paarweise seitenden Flächen 

<-,\ h • ■ ■, <«,>, <«,>, • ■ •, <«,>. h • • ■, <«>>, <«.>, ■ • •, 
<".>.h-- ■,<«,>, <»,>,•■•, 

Fall eines vollständigen Normalgiiitels, 

2) aus zwei getrennten Sechsecken 

•)<'<,>.l:--,<«.>, <".>,<«,>, ■■■; 
<«.>.h---, <",>. <«.>. <«.>, -■ 

Fall eines unvollstäudigen Normalgiirtels. 
Ein Hexaeder zweiter Art Ag' mit den isomorphen Ecken 

««.X, <".>„ <«,X) »id «.,x, <»,>,, <«.X) 

hesitzt 

1) zwei Normalpolygone des Typus 

«,,".1, I«.,«.!, I«., ».1, 1«., «.I. !«.,«..!, I«..«.!, 

2) zwei Normalpolygone des Typus 

I»,,«, I, i.,,«,i, i«„«, I, 1»,,«. I, 

|.,,«J, 1«,,., I, I«,,«, I, I»,;,«,!. 

Die zugehörigen Normalgürtel bestehen 

1) aus einem einzigen Sechseck 

<«A ■:■■■, <».>. <«,>,<«,>. ■•■, 

2) aus vier Sechsecken 

<«,>, ]■■■■; <".>, <«•>, <«!>, ••■,<«.>. 1 :■■ -, <«,>, <«,>, <«.>, ■ ■ ■, 

<«,>. h ■ ■ •, <«,>, <«,>, <«.>, ■ ■ ■ , <«,.>,; I : ■ • ■ , <«.>, <«■>, <«,>, ■ ■ ■ . 

*) Die Poljgone <a,^e "^'^ '^''e^a ^'"'^ beide in positivem Sinne 
dnrclilaufen. 
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Um die allgemein topologischen Verliiiltnisse der Norma.1- 
polygone genauer zu studieren, treffe man folgende den Über- 
blick erleichternde Festsetzungen. 

Wenn die Oberfläche S eines gegebenen Polyeders j4„ 
durch ein Normalpolygou 

in die beiden Bestandteile Si und Sj geteilt wird, so seien die 
an das Polygon grenzenden ßandfläehen von S^ und S^ ent- 
sprechend bezeichnet durch 

<A>,<(5,>, ■■•,«.> ™a <r.>,<r.>> ■•■,<!'.>, 

WO jeder durch a aufeinander folgende Kanten Ä; gehenden 
Fläche <a^ auch a verschiedene Bezeichnungen <^ßy oder {_'}''} 
entsprechen, je nachdem besagte Fläche zu S^ oder S^ gehört. 
Durch die Aufhebung des direeten Zusammenhanges von S, 
mit 1% und durch die Einschaltung eines — dem allgemeinsten 
Fall entsprechend — vollständigen Normalgiirtels 

e = <«,>.,<».X, ■■■,<»,>. 

treten an die Stelle von P die beiden Polygone 

P' = 7V, K', •■■,K., 

P" = k", V, •■■, 7C, 
von denen P' den Bestandteil Si, P" den Bestandteil Sj be- 
randet. 

Berücksichtigt mau nun, dafa den h — <f -{- 1 aufeinander 
folgenden Kanten 

/c^ , hj-i-i , ■ ■ ■ , h—i , 1'-h 
einer Fläche (ßy oder -(yy entweder die aufeinander folgenden 
Kanten 

oder die Kanten 

Äy, k'^+i, ■ ■ ■, ^;,'-i, K 

einer Fläche (ß^y entsprechen, und dafs die durch die beiden 
Kanten 

fc^i und Jci-^-i 
oder durch die Kanten 

h'^-i und Ic'l^i 
gehenden benachbarten Flächen 
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<<J^i> und <Ö^+,> 
gleielifalls durch je eine Kante der Eläche <i*a> geben, dafa 
endlich noch mindestens eine Kante h' oder eine Kante K' in 
<#!> enthalten ist, so folgt, dafs die Anzahl Ti — g höchstens 
den Wert 2 haben Linn dafs also von den Kmten eines 
Normalpolygon es höchstens drei aufeinaudu f j!„ende in der- 
selben Ebene hegen 

Der Verlauf emes diese Bedii ^ung eifullenden Polygones 
Pj stellt sich lieinach uotwenhg ni iolgenlei (restalt dar: 



-VTVV 



VVTV- 



■A...../VV- WAV' 
■■ AA - AA ■•• 

(p, q^r = 0, 1, 2, ■■■). 
Setzt man an dieses Polygon nach der Seite der ß hin 



einen Elementarstreifen an, 
Form au 



I nimmt dessen freier Kand die 



^-A.i.AA-A^^-A- 
••■VAVX-AA."V'- 
■A^ÄA-VyAV- 
-• VV\ - '^AA/- 

(^i=i)— 1, <h = g_^- 1). 
In dem Falle nun, dafs P^ Normalpolygon ist, müssen 
P^ und 1\ isomorphe Polygone sein. Das Polygon P^ reprä- 
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sentiert daher nur eine veränderte Auffassung des Polygones 
F^, und umgekehrt. Enthalt also das Polygon P^ zwei Zuge 
von den Formen: 

-) A_/W-V\A_7' 
-' V^VV\-/W""V' 

so enthält es auch zwei Züge: 

"' A_/VV-V\A ..A' 

Nach demselben Schlüsse enthält es dann aber auch zwei Züge: 

-> \__VVV-VV\___A' 

1+1 -i+S 

und allgemein zwei Züge; 

« A___/W-VV\--A' 

wo II gröfser a!a jede positive ganze Zahl werden kann. 
Der Verlauf eines Not malpolygmies fällt sonach allemal imter 
die Form: 

^-V"V7 AA_A\_/- 
••AA-AA-' 

und es zeigt der Vergleich von 1) und 2), dafs diese Form 
auch die hinreichende ist. 

Man kann das erhaUene Resultat wie folgt formulieren: 
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In jedem Normalpolygoue 

P=ifci, \, ■■■, K 
folgen auf drei in einer Uandfläehe ^j^,) des Bestandteiles S^ 
liegende Kanten 

allemal drei in einer Eiindfläche ■(;<,■;> des Bestandteiles S.^ 
liegende Kauten 

Da Memaeli in einem Normalzuge 

■ • ■ h^i , Itg , hj^i , • ■ ■ , h-i , h , h+i , ■ • ■ 
zwischen den Tripeln 

hf,-i, Jcg, Ä^i und h-i, h,! h+i 
keine drei aufeinander folgende Kanten 

Jci-i, hi, h^i 
in ein und derselben Ebene liegen, folgt, dafs die Anzahl der 
zwischen h^ und hu liegenden Kanten eine ungerade ist, und 
daJs in der Kanteufolge 

■ ■ ■ feff-3, hj, hj-\.%, ■ ■ ■, Jtj-s, \, fe+2, ■ ■ ■ 

je zwei benachbarte Kanten aufserhalb einer Ebene liegen. 

Aus beidem schliefst man den Satz: 

Theorem 8. Damit ein Kcmtmpolygon von P ein Normal- 
polygon sei, isi es notwendig und hinreichend, dafs die Anzahl 
seiner Kanten eine paare ist, imd dafs in mindestens einer der 



1) \,\, ..., /Säm~s, h^-i, 

je Bwei ienaMarte Kanten aufserhalb einer Ebene liegen. 

Hat man für ein auf dem Polyeder A„ gegebenes Normal- 
polygon 

welchem ein vollständiger Normalgürtel zugehört, die durch 
den Satz ausgezeichnete Eanfcenfolge festgestellt, etwa 

— ich bezeichne dieselbe als eine Folge von Gegenhanten — 
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SO kappe mau die m Kanten derselben von Ä„ mittelst eben- 
sovieler einander nicht störender Yierseifciger Fuudamental- 
schnitte 

<«,>, <ä,>, .... <*^>, <«..-,>. 

Je zwei benachbarte Fläehen dieser Reihe 
<<Js;-i> und <^„+i> 
vermehren die Seiten der in ihrer Verbiuduugskante Jc^t sieh 
schneidenden zwei Grenzflächen 

</3„.> und <y„y 
nm je eine Einheit. Da sie aber gleichzeitig bezüglich der- 
selben Kante Seheitelflächen sind und auch keine Kante gemein 
haben, so bann das erhaltene Polyeder A^-^m sich selbst iso- 
morph so stetig variiert werden, dafa successive alle m Flächen- 
quadrupel 

<ä»-i>, <fc>, <r«>, <*H-.> 

2u gegenseitiger Kreuzung gelangen. Dadurch scheiden die 
m Kanten 

k^, \, . . , , k2„i-S , hm 

ans den Begreczungen der m Flächeupaare 

</»,>, <!-.>; <h>, <r,y, ■■■; <ft~-.>. <r..->>i <ft..>. <.r...> 

aus, und diese nehmen wieder ihre ursprüngliche Form au, 
während gleichzeitig die m Gfrenzflächen 

in ebensoviele Grenz sechs ecke öbergehen. 

Hiermit ist gezeigt, wie fHr ein das Polyeder A„ in die 
Bestandteile S^ und iSg teilendes Normalpolygon die Einschal- 
tung eines Normalgürtels zwischen Sj und S^ durch eiu 
System von Fundamentalschnitten geleistet werden kann. 

Es streitet nicht wider den Begriff des Normalpolygones, 
wenn in einem Kantenpolygone 

P^Ä,, 7^2, ,.., /Ca™-!, Ji2.n 

mit der Gegenkantenfolge 

zwei isomorphe Züge 
k'ii+i , Ääf+s ; ■ ■ - ; fe;+S7i-]-i Hnd k^i:^^/,.^! , Kst-j-a;, , - ■ ■ , ^äH-i 
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identiseh zusammenfallen. Man hat bei der Construction des 
zugehörigen Normalgürtela nur darauf zu achten, dafa jede 
doppelte Kante 

/caf+i ^ — hk'+i 
durch zwei einander seitende Flächen 

<,d,t+i\ und <52r+i>4 
von dem Polyeder abzuschneiden ist. 

Gemäfs dieser erweiterten Definition besitzt das Tetraeder 

A = <<.,>,,<«,>„ <«.>.,<«,>, 

drei Normalpolygone des Typus 

1«,,».|, l-,,«. I, I«,,«, I, !«„».[, 
|«„«, I, i«„«, 1, |.,,«.l, I«., », 1. 

Das Pentaeder A^ mit den sich dreifach scheitelnden Grenz- 
dreiseiten 

und den drei Grenz vier Seiten 

<«.>., <«■>., <"5>. 

besitzt drei Normalpolygone des Typus 

1 «8. «4 1> I «8J «I L 1 «3. «s I. I «5, Ka |. 
Endlich besitzt das oben beschriebene Hexaeder A^" aufser den 
angegebenen noch das Normalpolygon 

i«j, «, I, 1«.,«. I, i«i,«>i, I«,,«, I, 

1«., «, I, !«., «, I, I»., », I, I«., », |. 

§ 17. Die Existens von Normalpolygonen auf emem 
allgemeinen Polyeder. 
Der Satz, dals von den 2)!i Kanten eines Normalpolygones 

F = K, K, ..., h,A-l , Ihm 

die mit geradem bezw. die mit ungeradem Indes eine Folge 
von Gegenkanten bilden, ist für die weitere Theorie in dop- 
peltem Sinne von Bedeutung. Indem derselbe nämlich einer- 
seits ein einfaches Mittel darbietet, um für ein vorgelegtes 
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Polyeder Ä^ die sämtlichen Normalpolygone zu bestimmen, 
lelirt er andererseits dadurch die Frage entscheiden, ob die 
Existenz von Normalpolygonen auf einem allgemeinen Po- 
lyeder j4„ noch an engere morphologische Vorkommnisse ge- 
bunden oder eine allgemeine in?ariante Eigenschaft dieser 
Körper ist. 

Was nun zunächst das Bestimmungsrerfahren der Normal- 
polygone eines gegebenen Polyeders A^ betrifft, so stellt sieh 
dasselbe in allgemeinster Form wie folgt dar: 

Man greife aus den 3« — 6 Kanten von Ä^ eine beliebige 
Kante hg heraus und bestimme deren vier Gegenkanten 

h),i, h,2, fe,3, h,4,, 
wo die Bezeichnung so gewählt sei, dafs 7co,i mit /co,s und ]co,s 
mit Äo.d in je einer der beiden zu Ic^ gehörigen Scbeifcelflächen 
liegen. Jede der vier Kanten kg^i^ besitzt selbst wieder vier 
Gegenkanten 

Ä^,(x,l) ^0,<„2, h,i„3, h>,e„i, 

von denen wieder die Kanten ^,(,,2 als mit \ in je einer 
Ebene liegend vorausgesetzt werden. 

Zu jeder unter den Kanten k(„ Äo,,, noch nicht enthaltenen 
Kante ^.(„t, gehören wiederum vier Gegenkauten 

h,H,'„l! h,H.H,^> h,i„lr,S, h,E„l,,i, 

von denen wieder die beiden ersten und die beiden letzten je 
einer Grenzfläche angehören. 

Fährt man in dieser Gruppierung der Kanten des Poly- 
eders fortj so gelangt man zu folgendem Schema: 

h,i! ^ai 'i'o.si ^,1' 
/cü,(„i, ^o,Bi,a, ^o,f„3, ^i^,ii,*j 

?'fl,f„...,B 1, ^0,(„...,J„,S, /Cü,E„,.„f,„3, /^6i,.,.,e 4. 

Dieses Schema ist dadurch vollkommen charakterisiert, dafs 
von den zu einer Kante 

der h -\- 1'™ Zeile gehörigen vier Gegenkanten 
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'f »,<,..,. ,!;„!, /C0,E„...,f/„g) h,!„...,^,S, h.H,.-;V.A 

nur diejenigen in die Ä + 2" Zeile eingereiht sind, welche nicht 
schon unter den Kanten der ersten Ä + 1 ZeÜen enthalten sind. 
Liest man jetzt aus vorstehendem Schema alle diejenigen 
cytlischen Kantenfolgen ah, 

i,,. *,,+., ■ ■ ■. K-i. K, K;-i, fc/M. • ■ •. ''.-,+.' ''■>.' 

in welchen, mit /c,,. und k,,'. Kanten derselben, nämlich der 
^'™ Zeile bezeichnet, die Indices von je drei aufeinander fol- 
genden Kanten eine der vier Kombinationen vertreten 

., E;,, 1 



1) 





2) 





3) 





4) 






0, El, ..., u; 


0, «1, 


..., E,., 3, 


0, 5,, ..., s,.; 


0, E,, 


..., a, 4, 


0, e,, ..., «,.; 


0, El, 


. .., E;,, 3, 


0, El, ..., Ej; 


0, El, 


..., B,, 4, 


eine Gegeakantenfolge 


eineB Normal 



SO liefert jede derselben eine ( 
polygones des Polyeders A^. 

Erschöpfen die Kanten des Schemas X^ alle (3w — 6) 
Kanten von A„, dann sind durch die resultierenden die sämt- 
lichen Normalpolygone gegeben. Im gegenteiligen Falle be- 
stimme man innerhalb des Systemes der aufserhalb X, liegen- 
den Kanten ein zweites Schema JCg und in demselben alle 
Normalpolygone, und fahre in dieser Einteilung der Kanten 
fort, bis die Schemata X^, Zg, ... alle Kanten von J.« ab- 
sorbiert haben. Damit sind auch alle Normalpolygone ge- 
funden. 

Es ist leicht einzusehen, dafs der vorbeschriehme Frocefs 
im UK^änstigsten Falle schon nach dreimaliger Wied^lwlung ab- 
Jmcht. — Denn daraus, dafs durch zwei benachbarte, d, b. auf 
derselben Kante gelegene Ecken entweder eine und dieselbe 
oder je eine Kante des nämlichen Gegenkantensystemes geht, 
folgt die gleiche Eigenschaft zunächst für je zwei Ecken einer 
und derselben Grenzfläche und weiter für irgend zwei Ecken 
überhaupt. Da aber in jeder Ecke nur drei Kanten zusammen- 
stofsen, so können, wie beispielsweise beim Tetraeder, auch 
nur höchstens drei einander ausschliefsende, vollständige Gegen- 
kantensysteme neben einander exiatiereii. 
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Um die notwendigen und hin reichen den Bedingungen fest- 
zustellen, unter welchen die Kanten einea aUgemeicen Poly- 
eders A^ ein, zwei oder drei vollständige öegenfcantenay steine 
constituierenj bezeichne man die Kanten der durch die Kante 
^0 gehenden Fläche <(^a,\+i in ihrer natürlichen Reihenfolge 
durch 

. . . , 7(^_l , Am , 'Slji , h^, /Cg , . . . , 

die aus ihren Ecken 

..., (K-i, IQ, (/£„,, h,), {\, \), ... 
austretenden Kanten durch 

. . ., h^ , \' j lil, .... 

Es gehören dann zu dem Systeme der Gegenkanten Ton \ 
die Kanten: 

Vj ^h^ \'> K) K'i ^^»> •■■> 

Fällt daher die Anzahl jWi ■== m + 1 ^^^ Kanten von <«;> 

unter eine der Formen: 

1) mi = 3m' + l, 2) Mj = 3m' + 2, 

so sind alle Kanten h und /c/ mitt-elbare Gegenkanten der 

einen Kante 7sg. 

Nach Früherem bedingt aber die Zugehörigkeit von drei 
in einer Ecke zusammenstorsenden Kanten zu dem nämlichen 
Gegenkantensysteme auch die Zugehörigkeit jeder weiteren 
Kante zu diesem Systeme, mithin folgt, dafs unter der ge- 
machten Annahme die Kanten von A„ ein einziges System von 
Gegenkanten bestimmen. 

In dem zweiten möglichen Falle, dafs die Seiten au zahlen 
der Grenzflächen des Polyeders durchgängig Multipla der Zahl 
drei sind, führt schon die Annahme, dafs irgend eine Kante h^ 
mit irgend zwei in einer Ecke zusammenstofs enden Kanten h 
und kk durch zwei Reihen aufeinanderfolgender Gegenkanten 
verbunden sei, wie durch 

Kt Vi Vj ■ • ■> Vj h und Äq, hl", k^", ■ . ., V, h, 
auf einen logischen Widersprach. 
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Zunächst kann man nämlich den angesetzten zwei Kaiiten- 
folgen liie Bea ehr anklingen auferlegen, dafs feeine dieselbe 
Kante zweimal enthä,ltj und dafa beide die einzige Kante kf, 
gemein haben. Andererseits würden sich aus ihnen sogleich 
zwei andere Folgen ableiten lassen, welchen diese Eigenschaften 
zukommen. 

Bestimmt man nun in einer so definierten cyklischen Reihe 
Kr K'i Vi •••) V' ^'7 fci ^J'r ^'i-t> ■■■> ^i"? ^''o 
die unzweideutig bestimmten Verbindungsbanten der einzelnen 
Paaie benachbarter Gegenkanten, so fritt an die Stelle der 
vorstehenden unterbrochenen Kantentblge ^in eindeutig fixiertes 
geschlossenes Polygon: 

h, ^i,q, hq' , yq,q—l, ^^1 , • ■ ■, \" , ^'i,0, K- 

Dabei ist wesentlich zu bemerken, dafs eine Kante k/ oder 
eine Kante Jt*" zu den Kanten von P, gehört, oder nicht, je 
nachdem die ihr beiderseits benachbarten Gegenkanten 'klxi. 
oder h'i+i aufserhalb oder innerhalb einer Ebene liegen. 

Man kann die weiteren Schlüsse wiederum auf den ein- 
geschränkten Fall basieren, in welchem weder eine Kante TsJ 
mit einer Kante Jt^", noch eine Kante li'g~i,g mit einer Kante 
hl", noch eine Kante Ze/ mit einer Kante ¥i^h—i, noch endlich 
eine Kante 7c^i,j, mit einer Kante 74',;i— i zusammenfällt. Denn 
je nachdem einer dieser vier Umstände stattfände, würde ent- 
sprechend eine der Reihen 

a) hh'^hg, h'gj^i, . .., hj, hi, Jd, V, k'^i, ..., fti'+ii V^V; 

b) ftp, \', k^', ..., k'g-i, h'g-i^g^h", K-i, ■■■, \", ^oj 

c) Äij, jtj', k^'j , . ., k'g^i, JcJ ^Ä;,^;,_i, ^Ä— 1; Z4'-a, , kj", k^, 

d«) K, Äi', Vj ■-■) ^s-i) k'^i, ..., \", kl', Jcg, 

djs) k^, Ä/, /;/, . . ., 7(;j_i, 7c/, k'il^i, 7ci'_a, . . ., k" , \ 

den gestellten Forderungen genügen und zweckmafsig an die 

Stelle der ursprünglichen Folge treten. 

Dies vorausgeschickt, bezeichne S^ denjenigen von dem 
Polygone Pj berandeten Bestandteil der Oberfläche des Poly- 
eders A„, welcher die von den Kanten hi und kt mitbegrenzte 
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Fläche <«;,*> umfafst. Da diese Fläche 3ft Kanten besitzt, 
nämlich 

ft,- ^\, \, h,, ■ ■ ■ j h, , h^ , T^i, ^ ^i f 
kann man, dem Laiife des Polygones folgend, zwischen den 
beiden Kanten /Ci und Äi eine Verbindungsreihe von durch die 
Ecken der Fläche <«,-,*> gehenden Kanten herstellen: 

h, W hi, W ■ ■ ■, h' , ^f, ■ ■•, fc/, T^k,, \'t h, 
in welcher' sowohl je zwei zwischen ht und /c,", als je zwei 
zwischen hk tmd ftit- liegende benachbarte Kanten directe Gegen- 
kanten sind, die Kanten fc,", Ica aber in einer 
zuaammenatorsen. 

Das zu der Kantenfolge 
\, \', ,.., ]Cp', ki, hl, •■■, /h' , h-, •■•, hl, h 
gehörige Polygon 

Pg^^Cg, /cö,i, \', ,.., In, hjc', ..., h{' 
wird einen Bestandteil S^ beranden, welcher die sämtlichen 
Flächen von 8^ mit Äusschlufs der einen Fläche <a;,i) enthält. 

Man kann, wie vorher aus dem Polygone P^ mittelst der 
Fläche "(k,-,«:^ das Polygon P^, aus diesem mittelst einer der 
beiden durch /;;■ und h); gehenden, möglicherweise identischen 
Flächen <«,')> und (a/^y des Bestandteiles 8^ ein Polygon Pj 
ableiten, 

dessen zugehöriger Beatandteil S^ eine Fläche weniger als S^ 
enthält, und in dieser ßeduction fortfahren, bis man schliefs- 
Hch zu einer Kantenfolge gelangt, 

K, K, •••> \[-m), \(m)) ■ • -, ^l", ^OJ 

deren zugehöriges Polygon Pm nur noch eine einzige Grenz- 
fläche <^K> einschliefst. 

Es setzt aber die Existenz vorstehender Verbindung not- 
wendig voraus, dafs die Anzahl der Kanten dieser Fläche 
^"(("'li if"')'* ^^^^ ßiiß ^^^ beiden Formen fällt; 

[t = 3»«' + 1 oder ji = 3jw' + 2 ; 
das aber verstöfst gegen die eingangs gemachte Voraussetzung. 

Fafst man alles zusammen, so kann man folgendes ße- 
sultat aussprechen: 
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Tlieoreni 9. Die 3m. — 6 Kanten eines allgemeinen Fohf- 
eders -4„ ordnen sich entweder, wie im Falle des Pentaeders, in 
em eimiges, oder, wie im Falle des Tetraeders, in drei getrennte 
aus je n ~- 2 Elementen iestehende Systeme von Gegenkanten, 
und mmir findet die ersfe oder die sweite Anordnung statt, je 
nackd^n nw ein Teil oder alle Grensflächen des Polyeders durch 
eine mittdst drei teilbare Anmhl von Kanten hegrengt sind*). 

Kappt man von einem Polyeder Ä^ der zweiten Kategorie 
die 2n — - 4 Ecken mittels ebensovieler dreiseitiger Schnitte, 
ao stellt das resultierende Polyeder A^n^i wiederum einen 
Körper der nämlichen Art und zugleich ein Polyeder der zweiten 
Klasse im Sinne des Paragraph 9 dar. Schneidet man anderer- 
seits von demselben Polyeder A^ die w — 2 Kanten eines 
von Gegenkanten mittels ebensovieier vierseitiger 



*) Ana der Bemerkung, dala, wenn (ct^, o^, kA irgend eine Eek^ 
eines allgemeinen Polyeders ist, sowohl durch die vier Fuadamental- 
schnitte 

«■J-(«,.«.,«0.».-^(»..',-.«.).».-t(',. «„«,). «.-(«.• «.>«.). 

als auch durch die sechs Pucdamentalschnitte 
die Seiten der drei Grenzflächen 

<.,■>, <«.>. <•■> 

um je drei vermehi-t werden, während nur solche Grenzflächen hinzu- 
treten, deren Seitenanzahlen Mnltipla von y sintl, folgt, dala für jedes 

M = 4 -|- 4m und m = 4 -[- 6ni , 
d. h. für jedes n der Form 

n edei construieit werden können tui Vi eiche die Zahl dei Seiten jedei 
&ienzflT,olie em 'Vielfache'' von 3 ist 

Ob ^uch fi r eine unpaaie FHthenzihl Poh edei die i 1'\ pus 
esiatieren konnte weht entschieden wtrdtn 

Die heiden eisten Firmen der Tafel II v et änichai liehen zwei f o 
Ijede mit diei getiennten '^jatemen von GegenLint^ii In denselben 
«lad die Kanten der verschiedenen Systeme duich veischiedene Schattie 
rung hetvci^eholen 
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Schnitte ab, dam erhält man einen Körper ^a„_a der dritten 
in Paragraph 9 definierten Klasse, und zwar einen solchen, für 
welchen die Seitenanzahlen sämtlicher Grenzpolygone Multipla 
von 4 sind. 

Zur Beantwortung der zweiten, an den Eingang gestellten 
Hauptfrage übergehend, setze man zwischen den vier directen 
Gegenkanten einer Kante h^ folgende Unterscheidungen fest: 
Man fasse die Oberfläche jS des Polyeders als Operationsgebiet 
auf und lege innerhalb desselben der Kante h^ eine bestimmte 
Richtung \ ^ | a^, \ | bei. Alsdann erscheinen die beiden in 
\ sich kantenden Grenzflächen <(/5i> und <j'i> einem mit den 
Füfsen nach der Ecke ttj, mit dem Kopfe nach der Ecke 6^ 
gerichteten, in das Innere des Polyeders blickenden Beobachter 
als hnks- und rechtsseitige Fläche, und, indem man, der Rich- 
tung I tti, i>i [ folgend, die Umfange beider Flächen bis au 
ihren nächsten Ecken beschreibt, wird man dieselben auf reap. 
der links- und der recktsseittgm Gegenkante der Kante k^z:^] Qj, 6, | 



Nach diesen Definitionen besitzt eine ihrer Lage und 
Richtung nach gegebene Kante 

/ei = |o,,ti, I 
nicht nur genau eine linksseitige und eine rechtsseitige Gegen- 
kante, nämlich resp. 

ki,i^^ I Qi,!, 6i,i 1 und &i,2^^ I fli,a, &i,3 1, 
sondern es ist dieselbe auch nur zu einer einzigen Kante links- 
seitige, zu einer einzigen rechtsseitige Gegenkante, nämlich 
KU resp. 

ki,s^^: I «1,5, &i,a| und ^1,4^; | ai,i, D,,i|. 
Man bestimme nunmehr, ausgehend von einer Kante 

''. = 1 «1,6.1 
diejenige Kantenfolge 

in welcher jede folgende Kante linksseitige Gegenkante der 

vorhergehenden ist. Dann zeigt die Folge der Zwischenkanten 

fci,3=lbi,a3|, k^,i^W,a^\, 7;»,*= i feg, a^ |, . . . 
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offenbar die entgegengesetzte Eigenschaft. Es mufs aber, da die 
Anzahl der luiniittelbaren und mittelbaren Gegenkanten der 
Kante k^ eine endlich begrenzte ist, in dem genügend weit 
fortgesetzten Kantenzuge 

eine erste Kante 

Jc„, = I Q^, K I 

auftreten, welche entweder mit einer der vorhergehenden Kanten 
zusammenfällt, oder als dritte Kante in eine Ecke des Zuges 
neu eintritt. Dabei kommen verschiedene Möglichkeiten in 
Betracht, 

la) Angenommen, es coincidieren die Kanten 
/;„, ^ I On„ Ki 1 und h ^ I a,-, hi \, 
so auch als linksseitige Gegenkanten der identischen Kanten 

I K, a,„ I und I ii, üi I 
die beiden Kanten 

I t)„,_i, a,„_i I und I 6,_i, 0;-! I . 
Es sind aber Voraussetzung und Folgerung miteinander nur 
in dem ein/igen Falle verträglich, wo | 6^, a« | lE^ | 6j, d^ \ 
ist, und dann definiert die Reibe 

eine üegenkantenfolge eines Normalpolygon es. 

Ib) Angenommen, es coincidieren die Kanten 
I 0™, Iiffi I und I %, üi I , 
so auch als linksseitige Gegenkanten der identischen Kanten 

I fi™, a™ I und I Oi, b,- I 
die beiden Kanten 

I fi„,_i, a^-i I und I üi+i, 6^+^ |; 
ein für keinen Index i mit der Definition der Kante | a,„, t)„, | 
vereinbarer Schiulfe. 

2a) Angenommen, es coincidieren die Kanten 
[ a^, hm I und I ■&,■_!, Ot I . 
In diesem Falle repräsentiert die Kantenfolge 
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\o,,i,\, |o,+,,S,+i|, ..., |a.,6«| 
eine linksseitige Gegenkantecfolge, deren erste und letzte Kante 
in einer Ecke 6^ ^ ß; ziisammenstofsen. 

2b) Angenommen, es coiiicidieren die Eanten 

I Qm, bm 1 und | fl,-, %-i |. 

Alsdann giebfc die Folge 

I üi, hi\, \ Oi+i, 6,-+i I, . . ., I a™_i, B,„_i I 
eine ßeilie aufeinander folgender linksseitiger Gegenkanten, 
deren erste nnd letzte Kante 

I üi, h i und [ a,„_i, I),„_i I 
mit einer Kante 

1 o„ 4—1 1 
einem ebenen Kantenzuge angehören. 

3) Die beiden noch übrigen Fälle, in welchen die Kante 
I a„, 6„ I 
als dritte in einer Ecke 0^, 6; endende Kante 

|a™, a,-|, 1 a™, % | 
erscheint, zeigen denselben Charakter wie resp, die Fälle 2 a) 
und 2b). 

Ans den vorstehenden Deductionen lafst sich unmittelbar 
eine bemerkenswerte Folgerung ziehen. Da- nämlich für ein 
Polyeder mit drei vollständigen Gegenkantensystemen die Fälle 
2) und 3) ausgeschlossen sind, so tritt für einen solchen Körper 
allemal der Fall la) ein. 

Man hat mithin den Sata: 

Durch jede Kante eines allgemeinm Polyeders mit drei voll- 
stwudigm Gegenkanieaisy^^mm gehen allemal imd mindestens mvei, 
nämlich ein linhs- tmd em rechtsseitiges Normalpolygon. 

Auch in dem Falle eines ganz beliebigen Polyeders mufs 
die zu einer Kante | Oj, Bi | gehörige links- oder rechtsseitige 
Folge von Gegenkanten 

K, 6, I, i 0,, ha |, ..., 1 a>, 6.-I, ■■-, ! a>.-, 6*1, ■■-, 

i3a Coincidencen von Kantenpaaren 
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\a,,%\ = \a,,%\ und \ a^, % \ ^, \ h,, a, \ 

ein für allemal ausgeachlosseu smd, sich stets in der Weise 
schliefseii, dafs eine letzte Kante | üm+i, 6m+i | niit der ersten 
Kante ] Oj, bj ( zur Deckung gelangt. Hierbei wird das zu- 
gehörige 2m-kantige Poljgon 

P ^ Qj , bj , a^, %, . . . , «m, K, fli 
im allgemeinen sich selbst ein oder mehrere Male durchsetzen. 
Um unter der Voraussetzung einer linksseitigen Folge 
zunächst den Fall eines sieh einmal durchsetzenden Poljgones 
zu erörtern, hat man entsprechend der Art der Durchsetzung 
vier Möglichkeiten zu unterscheiden, nämlich: 

1) 1\ =-«,, fii, Oj, \, ..., a;_i, 6^-1, Qi, 6;, . . ., 

Qi-i, bf-i, b,-_i, a,-, Qjvfi, 6i-f-i, ..., a,„, b,,,, üi,bi; 

2) Pa = ai, h,, Oa, ha, ..., Qr-,, 6^-,, a^, h, ..., 

a,-_i, i)(_i, Oi, h;-!, tti-i-t, fif+i, ..., a,„, 6„,, Oj,-bi; 

3) Pa = aj, b,, a^, 63, ..., a,-_i, b^-i, q;, 6,-, . . ., 

ttk-i, üi, %, bi, a*+i, bi+i, ..., a„,, b„,, q,, b^; 

4) Fi = a,, \, Qä, ba, ..., a>, b/, ..., 

üi-i, bj, Q;, bt, Oh-i, '^k+1, .--, dm, b,», dl, bi- 
Es fragt sich, ob zu diesen vier Typen von Kantenpoly- 
gonen auch noch elementare Einschaltungsflächen existieren, 
und wie dieselben zu construieren sind. 

Unter der Annahme eines Polygones P^ kann man nach 
g 17 Ton dem Polyeder die m — 1 Kanten der Folge 

I ak+i,bk+i\, |aj+ä, bi+sl, ..., |a™, bml, \o.u\\, \0'i,W,---, 

\aic~i, b^i-at, |at-i, biwil 

durch folgende sich paarweise seitende Grenzflächen abschneiden, 

<ä.+,X, <«,+,>„ .... iS,.\, <«,>„ <ä,>, 

so dafs nur die in der Kante 

I a*, b, 1^ |b;_i, a,-| 
sich seitenden zwei Grenzflii.chen 
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<■■, ii-i, (li, b*,--> = <«iX4 und <i--,ai^i,h,ai,--y^0k>ö/, 

die Anzahlen ihrer Seiten ändern, nämlich sie um je eine Ein- 
heib vermehren. Dadurch aber, dafa weiter mittelst der beiden 
Flächen 

<«,'>, und <ß,:y, 

resp. die Kaotenpaare 

k., ^;-i|, la,, 5,_i] und ]^,, Äi|, |W, öi+il 
abgeschnitten, und sie selbst länge ihrer Scheitelkante 

lä .,« I 
zui Kieuzuug j,i'biicht nerlen nehmen alle Grenzflächen von 
A ihie ur'iprungliche die eingeschalteten Flächen die Form 
von Grenzsee h&eclvcn an — Es lafst sich also längs des 
Polygünes P in dei Thit eine nur Grenzsechsecke enthaltende, 
d h eine Element irflache einschalten. 

Man Bikennt leicht, da& die wesentlichen Bedingungen 
loibtehendei Construction auch seitens der Polygone P^, Pg 
und P4 ertullt werden und schlielst daher den Satz: 

Ist duf emem allgemeinen Polyeder A^ eine links- oder 
lechtsseitige Folge von Gegenkanten gegeben, deren zugehöriges 
Ivanteapolygon sich selbst ein oder Ä-mal durchsetzt, ohne 
daf? abei in einer Ecke mehr als zwei dieser Gegenkanfcen zu- 
sammen stofsen, so kann man längs desselben stets eine aus 
m-j- l oder m -\- h Grenzsechsecken zusammengesetzte Ele- 
mentarfläche in die Oberfläche des Polyeders einschalten. 

Im Gegensatze zu einem Elementargörtel zeigt diese Ein- 
Hchaltungsfläche nicht mehr die Eigenschaft, dafa auf ihr ein 
dem Grundpolygone isomorphes oder auch nur gleichartiges, 
d, h. wieder ein links- oder rechtsseitiges Normalpolygon 
existiert. 

Denn schreibt man j 



<[6„ , 0. , 6,]> = <.,> , <[«, , 4, , oJ> = <ft> , 

<[C., c, 6J> = <«,>, <[(i„ %, (.,]> = <(),>,..., 

und bestimmt zu der Kante ] «i, ^i | die linksseitige Gegen- 
kantenfolge, nämlich: 
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\ß.,K\, |(3i, $,\, \ß„ä,\, ..-, 
\ßi-i_, di-i\, \ßii', d'i+i\, ] Kt+i, ßt+2 1, - . ., 
so tritt dieso mit der Kante | a^i, «t+g | aus der B ia schal tungs- 
fläcüie heraus. 

Es werde jetzt eiue linksseitige geschlossene Folge von 
Gregenkaaten betrachtet, 

I "i > ^1 I ) 1 "s I ^2 i ) ■ ■ ■ > I Qi . fii I f - - ■ ! \ak, iicl, . . ., 
la,, 6,j, ..., |a,., K\, \a,, h, |, 
von welcher drei Kauten 

!»,,M, |o», s.l, |o., s.l 

in einer Ecke zusammenstofsen. 

Dabei kommen vier Möglichkeiten in Frage: 
1) h — h = h, 2)' bi = 6,^-a,, 

3) i; = 0^ = Oj , 4) Qi i£E a* = Oi . 

Da durch den Wechsel der Bezeichnungen a^, 6^ und durch 
die mit demselben verbundenen Namensänderungen der übrigen 
Kanten | iai~h, d™-;. | in 1 a^+a, fi;^a | der erste Fall in den 
vierten und der zweite in den dritten übergeht, bleiben nur 
die Fälle 1) und 2) als wesentlich verschieden übrig. 

Unter der ersten Annahme hat, mau in dem Polygone 
P, ^ üi, !6i, Oj, Bä, . . ., üi-i, bi-i, Oj, %, Oi+i, 6,-1-1, . . ., 
üi-i , ii_i , a* , 6i , Oi-j-i , b^-i I ■ ■ ■ j 
Oj-i, bi_i, Ol, 6i, a,+i, &i+i, ..., Q™, 6™, Ol 
aufser den genannten noch folgende zusammenfallende Ecken: 
tt; ^ a*-|.i , Oi ^ Oi-i-i , Oi ^ Of+i . 
Behufs Construction einer zugehörigen Ein seh altungs Bäche 
kappe man zunächst die Kanten 

..., j ili, 6i I, ..., I tti^i, 6i-i I, I Oi+u bi-i-i I, I üi+i, bi+s !,■■-, 
...,tai_i,6i_i|, |0s+i,6ä+i|, [ot-i-atfit+a],-") 
.,.,|ai_i, bj_i], [aH.i,6j+i|, JQi+s, 6i+a|,-..,|a™, Ii,„| 

in bekannter Weise durch die Flächen 
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<«,>,,..., <«<-l>5, «+.>.,«+.>. 

...,<«^iX, <«.+.>,,<«.+.>.,-■■, 

..., <«.-.X, <*.-hX, <«*>>.,■■■,<«->«■ 

Durch diese Operation verwandeln sich die in der Ecke 
6,- = fi. = 6, 
zu samroeo stoßenden drei Flächen 

<«.■>.„ <«.x, <«.>., 

in die anderen 

<ß,>«,-+S, <ßt>,.j+2, <KlXi+ä, 

während alle ührigen Grenzflächen von A„ ihren Formen nach 
ungeändert bleihen. Indem man nun weiter mittelst der drei 
Flächen 

resp. die Kanten 

\(ei, «il, I «i, Ki I, I «i, K, ] 
und darauf mittelst der drei Grenzsechsecke 

resp. von den Flächen 

<ff,-\+2, <"sX,+:;, <"*\+ä 
die KiUitentripel abschneidet, 

<«,>: |^,-_.:, ä^^, ä,, <«,>:] ^,_i, ^h-i, d,, <«,>:; A_i, 5,+,, ö,, 
gehen die Flächen 

<JW>J. <«.+.>., <«.+l>5, 

<«,_,>„ <«._.X, <«„>„ 

<«.>6, <«.>., «>., 

<«i>fl;+a> <atXs+ä; <KiX,+2 
in die anderen über: 

<«.+.>., <«.+.>., <'».-+.>6, 
<«„>,, <«^,>., <«„>., 
<«.>., «>., «>., 

<»■>.„ <«.x, <«,>,. 

Es bestimmen also die eingeführten m + 3 Grenzsechs- 
ecke in der That wieder eine zum Polygone P^ gehörige 
elementare Einschaltungsfläche, 
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Der ünterseiiied zwischen den Polygonen I\ und P^ be- 
steht im wesentlichen darin, dafs die zu P, gehörigen Kanten 

I aj-i , fi,_i I , I tti , b, I , ! a,+i , bi+i | 
für P^ in die anderen übergehen 

|t)i+i, ai+t\, \ii, a,|, |ß,-i, a,_i]. 
Es geh'ört daher auch dem Polygone P^ eine elementare Ein- 
sehaltungsfläche zu. 

Sei sehliefslich , der allgemeinsten Annahme zu genflgen, 
von dem zur Kante | a^ fij | gehörigen linksseitigen Normal- 
polygone vorausgesetzt, dafs in zwei oder mehreren Ecken 
q^, ({21 ■ ■ ■ desselben je drei Gegenkanten | O;, 6,- 1 zusammen- 
stofsen, so sind die bisherigen Einsehaltungamethoden da nicht 
mehr anwendbar, wo zwei oder mehrere Ecken (],, ein zu- 
sammenhängendes System bilden, d. h. wo aus einer ersten 
Ecke (Jt eine Kante nach einer zweiten Ecke q^? aus einer von 
den beiden Ecken q,, q^ eine zweite Kante nach einer dritten 
Ecke q^, aus einer von den di'ei Ecken q,, q^, qg eine dritte 
Kante nach einer vierten Ecke q^ u. s. w. führt. Man wird 
dann jede Verbindungskante 

I *, 6. 1 = ! <r,>, <n> I -- 1 ».', ir I 

zweier solcher Ecken 

q,-(|a„I),|, \a„%], |a„6,|) 

und c\2 = (\af, hi'\, \ai,-,h'\, laci/l) 

durch ein Grenzsech sseit der Form abschneiden, 

<i.\^lii;r,\, l*.,«.-!, |ä.,*l, l*.,!-.!, I«.,«.'l, 1«..M, 

im übrigen aber die früheren Constructioneu entweder direct 
oder passend modificiert anwenden, und so wieder zu einer 
durch das Polygon bestimmten elementaren Einschaltungs- 
fläche gelangen. 

Man kann daher den Satz aussprechen; 

Theorem 10. Auf dnem aUgemeinen Polyeder gieht es su 
jeder Kante ein Imlcs- und ein rechtsseitiges Normal^ölygon, längs 
denen sich je eine Ehmentarfläche m die Oberfläche äes Polyeders 
i läfst. 

Im besonderen kann es geschehen, dafs die zu der Kante 
, 6^ I gehörige links- oder rechtsseitige Folge von Gegen- 
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kanten alle 3n — 6 Kanten des Polyeders umfafst. So wird 
die in dem Pentaeder 




der Kante | 0^, b[ | zugehörige !i 

I Ol , &i U \K^ 

I Qi , Oa I , I «3 , 63 I > \^i,%\ 

la diesem Beispiel gelingt es, die neun Kanten des Fiinf- 
flachs dnrcli ebensoviele Grenzsechsecke von dessen Oberfläche 
in der Weise abzuschneiden, dafs in dem resultierenden vier- 
zehnflächigea Körper — derselbe wird durch die vierte Figur 
der Tafel II yer anschaulicht — fünf den Grenzpolygonen des 
Fünfflachs isomorphe Flächen isoliert auftreten. 

Die Methode, durch welche eine derartige Isolierung der 
Grenzflächen eines allgemeinen M-fiachs mittelst einer seinen 
3«— 6 Kanten entsprechenden Einschaltung von 3w — 6 Sechs- 
ecken stets erreicht werden kann, findet sich in § 24 allgemein 
entwickelt. 

Es mögen hier noch zwei naheliegende Fragen erwähnt 
werden, deren Erledigung vorerst hat unterbleiben müssen. 

1) Unter welchen Bedingungen existieren auf einem all- 
gemeinen Polyeder einfache, also sieh selbst nicht durch- 
setzende Normalpolygone? 

2) Wann bestimmen alle 3» — 6 Kanten eines w-flachs A« 
ein einziges allgemeines Normalpolygon? 

Wie der Fall des Pentaeders zeigt, schliefsen diese Fragen 
einander nicht aus. 

Wenn im Folgenden von Kantenpolygonen eines Polyeders 
die Rede ist, so sind tiberall da, wo nicht ausdrücklich das 
Gegenteil gesagt wird, einfache Polygone gemeint. 
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§ 18, Hexagonoide. 
Unter einem Hexagonoide im allgemematea Sinne soll 
jede polyedrisehe Fläebe verstanden werden, deren Grenz- 
polygone an 3 schlief such Sechsecke sind, — Die auf einer 
solchen Fläche vorhandenen Kantenpolygone 

-P=Ki. ■■■, i^V,; ■■-. Vui, ■■■> Phr, 
= qi,i , . . . , C|i,,, , . . . , %i , ■ ■■, (\k,,t=Q 
stimmen sämtlich darin überein, dafa ihre ebenen Kantenzüge 

l)/t,i, •••, fej-;, Köd q/,,1, ..., q^.sj 
höchstens je fünf Kanten zählen. Demgem'äfs soll unter Be- 
zug auf die den beiden Auffassungen P, Q eines Kantenpoly- 
gones entsprechenden Anzahlen «/,, &/, ihrer A-kantigen ebenen 
Züge und unter der Bestimmung 

«8 + 2a, -f 3% > &3 + 2^4 + 365 
der Ausdruck 

(ög + 2^4 + 3% ^A) — (63 + 264 + 3^3 = B) 
als die Charakteristik des Fdlygones P=^^ Q definiert werden. 
Diese zunächst scheinbar willkürliche Definition der Charakte- 
ristik C(P), sowie die dadurch geschaffene Einteilung der 
fragliehen Polygone in den verschiedenen Werten von G ent- 
sprechende Klassen hat ihren sachlichen und zureichenden 
Grund in nachstehendem Satze 

Theorem 11. Je swei auf emem Heiagonoide H qecogene 
Polygone JS^ und B^, welche mii einander duich eine EeJie auf 
einanderfolgender Nachlarpolygone teihunden uerdm tonnen, 

Jidben die gleiche Charakteristik 

A, — B^ = Ä^ — B^, 
d. h. sie gehören m. einer und derselben Klasse. 

Es genügt augenscheinlich, den Satz unter der Voraus- 
setzung zu beweisen, dafs if^^i^a, also selbst Nachbar- 
polygon von i?j ist. Da es ferner in Bezug auf den Satz 
gleiehgiltig ist, an welche Seite von B^ eine Fläche <^R>g an- 
gesetzt wird, bleiben rücksichtlich der Ansetzungsweise drei 
Hauptfälle zu unterscheiden. 
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I. Hauptfall. 
Die Fläche ^ß^ habe mit dem Polygone B^ den fünf- 
kantigen Zug gemein, 

V,,i, h,^, Ks, 15*,4, p*,5, p.,a. 
Demselben können in Bj benachbart aein die Zuge: 

und Ci,,i = pt,5, q,,8 = p*,ß, ..., C\i,i, 

'., X = 4, 5, 6; 
h) q,,], •■., qj,. und i)j,i^pi,6, pj,2, ..., p;,;., 

(.==4, 5, 6, A = 3, 4; 
e) l),,i, ..., ^,, = pi,i und }),,i = l}t,6, |),,ä, ..., p;,;., 

(, A = 3. 
Entsprechend diesen drei Fällen macht die Ersetzung des Zuges 

p*,i, Ka, ..., \li,, 
durch den Zug 

IC,., t)...|, 

d. h. der Übergang von dem Polygone J^^ zu dem benach- 
barten iJa des ersteren Charaktei-istik 

C= (og + 2a^ + 3% = A,) — (b, + 2h^ + 36^^ = B,) 
übergehen in 

a) C,-((»,+ l) + 2«. + 3(»,~l)) 

-((— 4)-(.-3) + S,+ 2i. + 3i,+ (i-4)~(1^3)) 

b) C, = ((Us + 20j + 3{<i, — 1) — (J — 3) + (1 — 1)) 

- ((' - 4) -, (. - 3) + i, + 2i, + sy) 

-A — -Bi — Ci; 

c) 0, — (Oj + 2o, + 3 (ii, — 1 + 1)) — (b, + 2i, + sy 

IL H»iiptfall. 
Die Fläche <a\ habe mit dem Polygone Ji^ den vier- 
kantigen Zug gemein, 

)).,i, fc,., t).,., 1)»,», fc,s- 
Demselben können benachbart sein die Züge: 
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a) q,-,i, q,,a, ..., ([:,, und C[(,i, (],,i, ..., (|(,;,, 

i,X = A, 5, 6; 

b) q,-,., q,-,ä, ..-, q,;, wnd pi,i , pi,2, . . ., p^^. 

t = 4, 5, 6, A = 3, 4, 5; 

c) ^i,i, pi,3, ..., p,-,, und ^J,,i, p,,2, ..-, fia, 

(, Z = 3, 4, 5. 
Demgemäfs l'äi^st die Ersetzung des vierkantigen Zugea 

Ku ^-,3, ^-,3, ^-,4, ^,5 

durch den zweikantigen Zag 

die Charakteristik von E^ übergehen in, 
i) 0, =.(«, + 2(0.-1) + 3«,)- 

-{i,-i)-(i-S)+\+2\+i\+(l-i)-Q.-Sj) 

b) C, — (d, + 2(Oj - 1) + Sos - (» - 3) + (A - 2)) 

- ((. - 4) - (. - 3) + i. + 2 S. + 3SJ 

- ^, -B, — 0,1 

c) 0,-C-(.-3)+(>-2)+<.,+ 2(a.-l) + 3os 

- (1 - 3)+(J - 2)) - (6, + 2S. + 36s) 
_^,__B, _C,. 

III. Haupttall. 
Die Fläciie <kX habe mit dem Polygone E^ den di-ei- 
kantigen Zug gemein, 

Kl, fu, )).,., fc4. 
Demselben können in ij, benachbart sein die Züge: 

a) %,i, l1/,2, ■■■, i^i.' nnd q^,,, q,,s, ..., qj,i, 

.,1 — 4, 5, 6; 

b) *,!, *,>,••■, *,. und fi.i, ti,', ■ ■ ■• ti,', 

I = 4, 5, 6 , J = 3, 4, 5; 

c) f,,,, (),,>, . . ., pi,. nnd f,,,, ))„,.. ., ^1, 

., J = 3, 4, 6. 
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mdelt die Ersetzung des dreikautigen Zuges 

p*,., ^,., pA,s, h-,* 

durch den dreikantigen Zug 

pi;,, p;,8, p;,s, ^,4 

die Charakteristik Oi von B^ in: 

= ^1 — 5, = C',, 
b) Ca = (»3 ~ 1 + 2«^ + 3«5 — (A — 3) + (i - 21) 

~{+ (. - 4) - (. - 3) + (1 + b,) + 2i, + 3ös) 

= ^1 - B, = C„ 
<:) C,= (+(t-2)-(.-3)+«-l+2«,+ 3a,+ (A-2)-(A-3)) 

- ((1 + b,) + 2i^ + 31^) = A,-B, = 6V Q. e. d. 

Der oben behauptete und hiermit bewiesene Satz in Ver- 
bindung mit der Bemerkung, .daTs die freie Berandung eines 
an ein c-kantiges ebenes Polygon <a^c angesetzten, aus c Sechs- 
ecken bestehenden Elementarstreifens durch die Daten charak- 
terisiert wird, 

«4 ^ «5 ^ ^ &4 = &5 , 
flg = c, ^3 = 0, 
somit dessen Charakteristik 

C= (ßj + 2«^ + 3aJ - (63 + 2\ + S&s) 
den Wert c hat, fuhrt zu dem weiteren Satze: 

Setst man an ein c-kantiges ebenes Folygon K^a^c ein&n ersten, 
an dessen freien Mond einen sweiUn Elementarstreifen cm, unä 
so fort, mid zieht man auf dem mtstehenden mir Grundfiäcke «(a>ö 
gehörigen Hexagonoide Ss ein solches Polygon P, tcelches mit 
der Grundfläche <a>o zusammen die beiden Bandpolygone eines 
Gürtels G<6> bildet, so hat die Charakteristik dieses Polygones 

C= (ßg -H 2«^ -I- Sßs) - (&3 + 26i + 360 
aUemal den Wert -\- c. 

Unter den Hexagonoiden mit ebener Grundfläche sind die- 
jenigen, bei welchen die Kantenzahl letzterer ein Vielfaches 
der Zahl 6 ist, noch durch eine zweite allgemeine Eigenschaft 
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ihrer Kantenpoiygone an sge zeichnet Bevor jedoch hierauf 
näher eingegaugen werden kann, sind einige Hilfabetracbtungeu 
erforderlich. 

Um die Vorstellung eines Hexagonoides H^ zn präeisieren, 
denke man sich dasselbe von seiner Grundfläche '(«o^c aus in 
sich aneinander setzende Elementarstreifen zerlegt: 
77,EZ=<«oX, B', S", ..., SM, ..., 

Ä'=<a/x,wx,..., <«;_,>„, <«;>«, 
s"~<a:'\, «\, ■■., <«ä;-iX, <«;;>«, 



wo einerseits die gegenseitige Lage der Flächen 

<<;>., «>., <«r>6, ■•■, «-''X, «■'>., «+">,, •■• 

durch die Bedingung bestimmt ist, dafs eine beliebige Fläche 

<-[">. 

Yon den beiden benachbarten Flächen 

<k(*-»X "tid <af+"X 
in gegenöb erliegen den Seiten gekantet wird, und wo anderer- 
seits die Flächen eines Streifens in derjenigen Folge gezählt 
sind, in welcher sie einem Beobachter erscheinen, der hei 
einem Umlauf des Folygones (S'-'- , S") den Streifen S"'-^^ 
zur Rechten, den Streifen S'-''^ zur Linken liegen hat. 

Addiert man, unter A eine positive ganze Zahl kleiner als 
e verstanden, zu den unteren Indices der Ji ■ c Flächen des 
Ä-ten Streifens 

S(*' = <«f)>, «">, «>>, ..., «Li>, <«i?> 
durchweg den Wert k ■ X 

^ — \"i-t-;.i/i \"'s+>ä/' \"3+jj/' ■■■! \"as+m-i/' \%ä+w,/' 
schreibt darauf allgemein 

<"gu>s<ff.'>. 
wo, falls i + hl den Wert hc übersteigt, 

,-=.• + u-*..[i+M], 

SO nimmt das Hexagonoid H^ die isomorphe Form an: 
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s=<A'>, «>, <fc'>, ■■.,</);>, 

S'=<ft">, <ft">, <ft">, ■■-. <«'^.>, <», 
S"'^<|5,"'>,<ft">, <ft"'> <fi'^.>, <K>. 

Den c — 1 möglichen Werten von X entsprechend erhält man 
soc — Ider ursprünglichen iaomorpheDarstellungenTon He, d.h.: 

^w He%ai/onoid S mit c lantiger Giimäflache <^a^ i<it sich 
s'-lhst t mal isomorph 

Au& dieser Eigensehift schliefst man unmittelbai weiter: 
Ist ein auf H yeg^met, Polygon P(c m) bich beU>bf c^-mal 
ibomorph so tsf c, notuenäig em Teiler ton c und es gzebt auf 
K noch nimdiateiib — — I lon emandet ve> cku-dmf mit P(c, m) 
t omotphe Polygone 

Es diänj,t 9ich hiei unwillkuihüh die Fiage auf Giebt 
e« auf einem Hesagoucide H zu einem suh selbst c^-mal 

iBomoiplien Polygone P{f in) nui die VDrerwdhnten 1 

isomorphen Polygoue, oder können aufser diesen noch andere 
vorkoramenj und wie viele? 

Da das gemeinsame Kandpolygon P'"' zweier Elementar- 
streifen jS^"! und fif*!-!) sich selbst e-mal isomorph ist, so ist 
die Frage im wesentlichen gleichbedeutend mit der anderen: 

Wie viele verschiedene Polygone Q'"'' auf S, sind dem Po- 
lygone P*"' isom,orpk? 

Angenommen, es gäbe in der That ein Polygon ^"i, so 
kann man Toraussetzen, dafs dasselbe mit dem Grundpolygone 
<^ffoX entweder einen ein-, oder einen zwei-, oder einen drei- 
kantigen ebenen Zug gemein hat Anderenfalls müfste in der 
Reihe der den Polygonen 

p(a)^ p(a-l)^ p(—31^ ...^ P',<«0> 

isomorphen Polygone 

ew,«<— 1, «"-" e',<«,> 

ein erstes" Polygon Q*"'! auftreten, welches die besagte Eigen- 
schaft hätte, und dann wäre statt des Paares Pt"!, (2'"' das 
andere P'-'''\ Q*-"'^ zu betrachten. 

Aus der ersten Annahme, dafs das Polygon Q-"^ mit der 
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Flache <ao>o nur eine Kante \ cig, «/ | gemein hat, folgt, dafs 
§'"> drei aufeinander folgende Kanten dev Fläche •(cii\ ent- 
hält, nämlich die Kanten 

I «l'j "/ I , I «l'j ''o 1 . 1 "i'. %' i ■ 
Alsdann fällt aber §'"1 notwendig in dasjenige Polygon ü'"', 
welches den a-tea Elementarstreifen des zu dem Sechseck 
<ß5"+">ß gehörigen Hexagonoides ff^ berandet. Also giebt es 
zu 'dem Polygone P*''> nur in dem Falle c^Q isomorphe Po- 
lygone Q"'', dann aber zu jeder Fläche 

<»»>>. (i- 1,2,3,...) 
je ein solches Polygon. Angenommen zweitens, das Polygon 
ij'"' habe mit der Grundfläche -(«„X ^^^ zweikantigen Zug 
gemein, 

und es liegen zwischen diesem und dem ersten dreikantigen 
ebenen Zuge noch ö, ^ ö — - 2 gleichartige Züge, so hat Q'"' 
notwendig den Verlauf: 

v, <' u- . ■ , i <i\ <■' I , «i.', <t/i ; I <4^ <^/' I 

<^.'\ «i!!i^.^'| . ! «W- «W|; I <5!i^ <'r I ' I «a?'- «W I 

ß(fl,4-S) „("i-M) I i a(o.+B) rI'^+*1 I I ßt-H-a.) , ß(o-H<i) 1 

"ni+6 ' "aj-i-d | ' | bA-S ' ai+l I ' ' i aa-|-Oi ' Ba+n,— 1 I 

„B+a, „(a+o,+l) I . I (D-j-a,+l) (jlH-Hi+l) I I ^(n+a^+ll „l«+o,-fä) 1 

"Sa-l-a. ' "aa+nH-l I ' I Sfl-)-o.-l-S ' in+a^l \ > \ "-ta+Hi+i ' "'ia+a.+S \ 

f,{a+a,+l) (a-|-n,+2) 1 . 1 Ma-HiH-») ß(''-|-''i-i-ä) 1 | «(oH-a.-l-l) „(i-l-fl.-t-Bl 1 

"aa-|-n,+2' "2a-t-o,-H | ' | "8n-|-a,4-3' "3fl-|-ai-H I ' 1 "äo+Oi-f-S? "Sff-f-a.+S | 
I „lB+a,+l) „(o+ai-f-ai I I „{o+fli-f-l) „(fl+Bi+a) I 

I "ao-l-a,-}-*' äa-Hn-K I ' I 3a-j-0,-H' to-Hii-l-fi | ' * ' ■ ' 

I „(0+0,4-1) „(i-Ui-l-S I I „(f+ly+l) «(a+a.+ä) 1 . 

I «l+a(o4-o,-|-l) » "2(a-Hi-Fa) I ' I '^l+^(«+a,+l) > "l+ä(o+a,-|-2l I ' 
I („+8,4-3) Ma+a,+^ I |^o+fl,+s) „(a+fli-l-S) 1 

j<4'^L3, «^^'U|, j«^„'L3. <l„_i|; |«i^l„,' «£"^-11. 

l„(Sta) ß(aH-l) I |o.(M „(äo-l-l) 1. U(2«) „(än+l) I 

I ß(ao) „(aH-i| i 1 k(2") «(3«-I-i) I 
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Uas vorstehende Schema zeigt, dafsj wenn in ö'"' ^^f ^^^ 
Zug [ K(,, ccc {,■ \«oi Vi QOcJ' genau % zweikantige Züge 
folgen, der dritte dreikantige ebene Zug 

einer Fläche ■(«^^ > des 2a-tea Elemeatarstreifens angehört, 
welche, zwischen den Flächen <cffi„> und <^«ffia> gelegen, 
von ersterer durch a — »j — 2 Flächen des Streifens ge- 
trennt ist, 

EntaprechenfJ wird man daher zu dem vierten dreikantigen 
ebenen Zuge 

dessen Fläche -(af"!^ > von der Fläche <«5.+en> ^'^^'^^ "^i Sechs- 
ecke des Streifens yS'^"' geschieden ist, dadurch gelangen, dafs 
man auf den Zug 

zunächst a — a, — 2 gleichartige und dann einen ersten drei- 
kantigen ebenen Zug folgen laTst, d. h.: 

Sefst mcm (?ois Polygon Q'"* über den vierten dreikamUgen 
ebenen Zug forf, bo fällt der mif deit fünften dreikantigen ebenen 
Zug fönende (a — % — l)-te mveihantige Ziig mit dem Zuge 
I «u , Kg' I , I Cfl , k/ I zmammen. 

Da nun dieser Umstand für jeden Wert von «^ eintritt, 
ß, = 0, 1, 2, . . . , (t — 2 , 
da ferner der Kantenzug 

I «0 j «/ 1 r I «ä'j "/ 1 > ■ ■ ■ ) I ''s'- ''ß' I > I «0 - «c' j 
und jeder folgende isomorphe Zug 

genau sechs dreikantige ebene Züge aufweist, so schliefst man 
unmittelbai den 'üatz 

Jd die Amahl c det iinim der Gnmdfläeke <«(,> eines 
Heaagtnotdet, S ein Vielfaches det Zahl 6, so giebt es auf Ho 
m e>nem Polyjone P" nod genau fa (« — 1) isomorphe sich 
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■'flbut ntcld dmclibetmnäe Polygone ^'"t von der Beschaffenheit, 
dafs ein ydes rfe» ■■^elben mtt der Grundfläche <KpX genau -r Bwei- 
TiAint^e Z^ige gemein hat 

Ist dageqeti c von cmet der Formen 
1) c = 6(^'+ 1, Gc'+5, 2) c=6c'+ 2, 6(^'+4, 
3) c = 6c'+3, 
so ijieht es auf th swar liem Folygon Q'-''>, aber es existieren 

1) a—1, 2) 2(a— 1), 3) 3(ß— 1) 
am 

l)je 6, 2) je 3, S) je 2 

getrennten, m P*"' isomorphen Zagen bestehende Polygone, welche 
mit der Grundfläche 

i) jec, 2) je ~, 3) je | 

zweilzantige Züge g&nein haben, und deren einzelne Züge Q'"' 
sieh selbst je einmal durchsetzen. 

Soll eniJlich das mit P^"' isomorphe Polygon ß*"' einen 
dreikantigen Zug der Grrundfläclie (a^c enthalten, etwa den Zug 

so ist der Verlauf des Polygones folgender: 

I K," ß„" I I ß," Kn'" I i kI"-^1 «(°->-1 I I K«"-^' ßl"! I • 

I "! J "C I j I "7 ; "9 h ■ ■ ■ I 1 "-ia—i ' "So-K 1 > I "So-ä ' "Bo I ' 

I "So+l ' "3n I ? I "Sa+l ' "äo+ü | ' | "3s+l ' »0+1 I ' I 8a+6 ' "3a+4 I ' 

I „(«+1) „fl+2 1 I (,(a+2) ß(B+aj I I „(a+-2) „(a+3) I 

[ "3o+6 ' "3n+8 I ' I "30+9 ' "so+S I ' I ''30+9 > "Bb+IZ [ ' ' * ■ > 

I „läo-D „(aa-ll I I «(äa-l) ß(Sn) I . I „(Sa) „(2o) | 1 „(So) „(2a+l) 1 
j^Ta-S ' "7^-4 I' |"7n-3 ' "in f' | '*7n+l ' "^Ja |' | Sn+l ' Ta^!* | ' 

"7a+6 ' I ' I "to-l-a ' "7s-Hi , 
I „(Sa) „(a«+l) I I ^(Sfll 0,(20+1) ; 



Berücksichtigt man aber, dafs der zuletzt angegebene drei- 
kantige Zug dem Polygone P'^"' angehört, 
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p,(S«) ^ 




j.M, 


„»+11 j , 


i„«, 


ßian+i} 1 . . . 


«SS, 


<t!'\ 


Kl. 


<ff\ 


KS. 


<S"|.--- 


«W., 


-Sü'i, 


l-a 


«Wl- 


K'l. 


<-4''|.--- 


"»., 


«a»i, 


|«iÄ. 


<Ä»|. 


I«. 


«SW|.--- 


«äS.. 


«£S"1, 


I"». 


«ü-ft»!. 


1«». 


«£f."l.--- 



und dafa der ganze vorhergehende Teil von ^"^ in die zwischen 
den beiden Flächenstreifen 

<«;>, <«.">,<«,'">,<«.»'>,■■■ ™ä 
«>, «■>,<«;», «>, ■.. 

liegende Fläche des Hexagonoides H^ fällt, , so schliefst man 
aus der Symmetrie des Polygones §'"! und der des Hexa- 
gonoides, dafs der nachfolgende dem ersten isomorphe Teil 
von ö'"' innerhalb der zwischen den beiden Streifen 
<%■>, <«.">, «>, «l>, ..• «nä 

<»,■>, <»;»,<«;■•>,«>, ■■• 

liegenden Fläche verläuft und in dem Kautenzuge endet, 

\<, «, 1 , I « , ., 1 , I «„, «, 1 

WeKK also der eisU, äteiJnntige ebene Zug eines chm Polygone 
Pf") isomorpJien, Polygones Q'"' mtt emem Zuge det Grundfläche 
coinciäieri, etwa mit dem Ztigt- 

i" , «, \, 1 »., «. I , I "„ «, I, 

so fällt der siehmt(, dtmla/ntige ebene Zug gleichfalls in einen 
Zug der Grundfläche, und mcii tn den Zug 

Aus dieser Beziehung folgt wiedei dei batz 

Ist die Äiimhl c der Seiten der Orundtkiüic <«„> eines 
Hexagonoides H^ ein Vielfaches der Zahl 6, so gteit es mi emem 
Polygone P'-"^ noch genim sechs verschiedene sieh selbst ntcht 
dm-chsetsende Polygone Q^"'>, so swar, dafs jedes detselben mit der 
Grundfläche <KoX ö'^ww -t dreihantige Züge gemein hat 

Ist dagegen c von einer der Formen 
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l) c=6c + \, 6c'+5, 2) c = 6c'+2, 6c' +4, 

3) c « 6c' + 3, 

so gieht es auf Sc zwar Icein Tolygon t^'"', aher es existieren 

1) ein, 2) mei, 3) drei 

aus 

1) serhs 2 <:?/(( 3) (t« 

getrennten, zu F^> tsomorplien Zujen icstef ende Poly jone uelclie 
mit der OnmäflätM 

1) je c, 2) je l ^) J^ l 

dreika/ntige Züge gemein Mhcn und dewi einzelne Zuge Q" t /- 
se^st je einmal dmclisefzen 

Indem man die bisherigen Eigebnis^e mit dei Bemeikung 
verbindet, dafs in dem Falle o=tc emeui dem Poh^ono 
p(o-*) isomorphen Polygone (3< ~ ' m dem Abstände von a 
Elementarstreifen ein dem Polygone P"' isomorplieB Polygon 
Pj'"! entaprielifc, icliberat man den Satz 

Theorem 12. iuf e nem Hexagonoide Ms gieit es je narJt- 
dem c em Vielfaches dei Zahl 6 ist idet nicht m einem Poly- 
gone Pl"' entweder 

6(1 + 2 + 3 H h «) = 3o ■ (ö + 1) 

und in dem einen Falle c ^ 6 unendUch viele isomorphe Poly- 
gone P,'"', oder nw offene (zweiendige) sidi seihst je einmal durch- 
setzende isomorphe Kantenmge. 

Dies vorausgeschickt, nehme man jetzt auf einem Hesa- 
gonoide Hc erster Art — c = Gc — zv^ei Polygone der Charak- 
teristik c an, 

F(c, m) = p, , i)a , . . . , Vm, Pi, 
Q(c, w) = -.-, qi, qj, ..., q^«, q^+i, ■--. 
von denen das erste als dem Kantenzuge 

g = qi, q,, ..., q^, q™+.i 
des zweiten isomorph vorausgesetzt wird, und wo je zwei 
Kanten desselben Polygones als discret angenommen sind. 
Von jeder Ecke j des Hexagonoides geht mit einer Kante auch 
eine links- und eine rechtsseitige Folge von Gegenkanten ans, 
■^E = iE, Sil, Ih, h\, ■■-, 
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welche, wenn J eine Ecke (af\ ttf^'\ «<*^/>) , und | «(*+», «f J/> | 
die erste Kante ist, sieh durch die Elementarstreifen S**+^', 
1?''+^' , ■ ■ ■ hinziehen. Bestimmt man nun zu den Ecken 

solche drei Kanten 

I Vi, h I. I qi, ^h \, I 'Wu h \, 
dafs die Züge 

■■•,h, h, Vi^h u^l ■■-, V»^i . 1'™ . li^+i . h 
resp. isomorph sind den Zügen 

..., (13, tis,, (\^, tli und ..., q^-i, q™, ((„+1, J^, 
konstruiert darauf entsprechend den zu diesen Kanten gehörigen 
links- oder rechtsseitigen Gegenkantenfolgen die isomorphen 
Kanten ztige 

Z^^~)p„ %^,h,lv ■■■, -2a, = qo ?a. 93. 9i. •■-. 



die Kante ] pi , E^ | , unbeschadet der Allgemeinheit von ] ^ , pä i 
und I IJi , pm i verschieden gedacht, so sind zwei Möghehkeiten 



1) entweder schneidet der Zug 2,,, das Polygon F(c,m) 
in zwei oder mehreren (2/t) Kantenzügen 

I E;, J;+i \ = \pg,\>s-^i\, ..., \ E*, Eh-1 1 = I ?*- Vf+ll,---, 

2) oder er verläuft ganz aufserhalb des Polygonea. 

Der erste Fall ist leicht auf den zweiten zurückzuführen. — 
Denn bildet das Polygon 

Pl, h, Sb. ■■-. h~U ti = Pln Vh-1, \>/^^, ■■ > Vi 

die Berandung einer endlichen Flache, so wird der Kantenzug 

Hl . f[2 . ■ ■■, fi*-i j q'. 

notwendig durch den anderen 

qi, 9s> 93> ••-, ^'-u 9i^qA 
zu einem isomorphen Polygone geschlossen, d. h. es fällt die 
Kante I l)i, ^(+1 I auf die Kante | q», <\h+i\. Indem man 
daher in P(c, m) und in Q{c, n) die Züge 
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pi, pa , . . . , pA und qi , Ha , . . . , (\,, 
durch die anderen ersetzt, 

ft, h, h, ■■■> Xi "Uli 1i, »lä, IJs. •■-. »Jo 
kann man die resultierenden Gebilde Pi(c, M^i) und ^,(c, «i) 
in analoger Weise auf die Gebilde Pzi^t ^~) ^^<^ Qsi^r *'a)i 
und diese weiter entaprechend reducieren, bis man zwei Ge- 
bilde Pr{c, mr) und Qr(c, nr) der durch den zweiten Fall 
vorgesehenen Form erhält. 

Unter der gleichen Annahme acbon für P{c, m) und 
Q(c, n) bestimme man in der Reihe 

P'(c, 3c), P"(c, 5c), P"'(c, 7c), . .. 

das letzte Polygon P'''l(e, (2ß + l)c), welches mit P{e, m) 
noch einen Kantenzug gemein hat, und suche diejenige Ecke jj, 
in welcher der Zug 2^, in dasselbe Polygon eintritt. GemäXs 
dem Isomorphismus der einerseits von dem Polygone P(c, m) 
und dem Zuge Zp, ^ ^Vm+i > 3'iidß'^s''seits von der Linie Q 
und den Zügen Z 2" beriudet(,n zwei Hieben kann man 
auf der letzteren von der Ecke t) lus emen dem Polygtne P 
isomorphen, sich selbst n cht durchsetzenden Zug Q nach 
der Ecke ^x ziehen Nach Fruheiem existieien aber auf einem 
Hexagonoide .Hss zu einem Polygone P'" nui sith schliefsende 
isomorphe Kanten^^üge Q \ ■dso folgt daTs die Ursprung 
liehe Annahme unzulässig ist und mithin die Ecken qj und 
C\m+i identisch sind M'^n schliefst daiaus als Ergänzung des 
Theoremea 12: 

12a. Von mei auf einem Hej.agonmde Hso gegehmm su^i 
seibsi nicht äurchbetzendea Pohigonm dct Charaktet istih 6c fiann 
das eme nicht einem Teile des andeten isomoiph sem 
oder, wie kürzer gesagt weiden soll 

Die einfachen Polygone P(&c', m) eines Hexagonoides H^^ 
sind irreducibel. 

Dieser Satz involviert folgende Definition: 

Ein höchstens fünfkantige ebene Züge enthaltendes Kanten- 
polygon der Charakteristik c = Gif heifst irreducibel, wenn 
jede isomorphe Abbildung irgend eines Zuges desselben auf 
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ein Hexagonoid i/ec', mit ebener Grundfläche <C%>eo' wieder 
ein offener eich selbst nicht durchsetzender Kantenzug ist. 

Nach § 12 wird die Anzahl m der Kanten eines höch- 
stens fünfkantige ebene Züge enthaltenden Poljgones gegeben 
durch: 

m = \ + 2&i + 3&5 + 2«a + 3«, + 4«^ + ba^, 
und folglich für ein Polygon P(c, m) mit der Charakteristik 

cm - c 

durch : 

m = c + 2(oa + «3 + ß, + «5} + 2(6b + 26, + U-). 

Danach ist die GrÖfse m — c allemal eine positive und paare Zahl: 

m — c = 2»»', 

Vorausgesetzt nun, es sei für alle irreducibelen Polygone 
P(6,wt) der Charakteristik c=6 mit nicht mehr als»M = 6 + 2m' 
Kanten nachgewiesen, dafs zu jedem von ihnen auf dem zu 
einer ebenen Grundfläche «(«^ gehörigen Hexagonoide H^ 
mindestens ein isomorphes Polygon P'(5, m) existiert. — • 
Wenn dann P(6, m,) ein irredueibeles Polygon der Charakte- 
ristik c = 6 mit m^ = 6 + 2m' + 2 Kanten darstellt, für 
welches mindestens eine der beiden Zahlen a^, % den Wert 
übersteigt, welches also mindestens einen vier- oder einen 
fünfkantigen ebenen Zug enthält, 

P(6, m,)~.--, %, Kl, Ks. K^, K*,Ks, ■■-, 

oder 

P(6, mO = -.., |)„,i, ^„,, p;,,,, p,,4, ^„6, Vm, ..., 
30 besitzt es ein irredueibeles Nachharpoiygon 

P(6, m, — 2) = ■ ■ ■, 1)^, p,,,!, q, K^. ■ ■ ■ 
oder ein irredueibeles Nachbarpolygon 

P(6, »»1 — 4) = ---, p„,i, p,,6, ■■■. 
Denn angenommen das Polygon P(6, % — 2) — es genügt, 
dieses eine zu betrachten — wäre reducibel, d. h. es enthielte 
einen mindestens zwei Kanten weniger zählenden, ?ün (\ aus- 
gehenden Zug 

q, f),,i, p,, .,., |),-_i, p^, 
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welchem auf dem Hexagonoide ein isomor[tlies Polygon eiit- 
spi'ieht, 

P(6, m,) = q', p^,i, p;, ...,vU,pl = q, 
80 werden in letzterem die drei Kanten 

\vi, q'i, u', p;,ii, ipm, p;i 

einen entweder aufserhalb oder innerhalb eiiicr Ebene liegen- 
den Zug bilden. Im ersten Falle sind — den Umfang des 
Grenzsechseckes der Ebene [l)*,i, ((, 9i~-i] aufgefafst — die 
Ecken pl^i und (j;_i durch einen dem Zuge p*^i, p/,,s, ..., p,,^^ 
isomorphen Zug pi,i, p'/,^2, ■ ■ -, p'/,,a^^pi—i verbunden. Es 
entspricht dann also einem Zuge 

Pk6, Vk,A, ..., Vm- P.. ■■-, ^-1 
des Polygonea P(6, Wi) aufS^ ein isomorpher geschlossener Zug 

Pk^, pk^, ■■■, p;,i, p;, ..., p;_i = p;s. 

Analog folgt im zweiten Falle, je nachdem mau die der Kante 
\pi, pi+i\ des Polygones P(6,m^ — 2) entsprechende Kante 
I p'i, p'i^i I der A.bbildung als mit der Kante | q', pj,,i | oder 
als mit der dritten durch q gehenden Kante | ((, p'/i^6 | coinci- 
dent betrachtet, dafs dem Zuge 

Pm, P9, ■■-, Pi,Pi+l 
oder dem Zuge 

P/hB, P>Hi> ■■■> P",i, fe. ■■■, Pi> Ph-1 
des Polygones -P(6, m,) auf Hg wiederum ein geschlossener 
Zug entspricht. In beiden Fällen verstofsen also die ab- 
geleiteten Konsequenzen gegen die Irreducibilit'ät des Poly- 
gones F(6, *»,). Q. e. d. 

Nach der Voraussetzung giebt es aber sowohl zu P{Q, f^i — 2) 
als zu P(ß, JBj — 4) auf dem Hexagonoide H^ wenigstens ein 
isomorphes Polygon von der Beschaffenheit, dafs der von dem- 
selben und von der Grundfläche <«(,X doppelt berandete Gürtel 
die dem Sechseck 

q, p;,,i, ■■■, K5, kl 
resp, dem Sechseck 
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entsprechende Fläche ansschliefst. Folglich enthält das Hexa- 
gonoid if(, auch ein zu P(6, m^) isomorphes Polygon. 

Wenn dagegen die Anzahlen a^ und a^ den Wert haben, 
wenn also die Gleichung besteht 

ßg = 6 + 63 + 26^ + 3&6 , 
so hat man, die Anzahlen der unter die drei möglichen Formen 

/^V\---A/^V 
\^\/'--V\_7 

fallenden Kantenfolgon mit resp, 

a, {a, h") , h' 
bezeichnend, die Relationen: 

1) 2fl' + {a', V) = 203 , 2) 26' + Q>', d) = 2 (63 + \ + %), 
und folglieh 

3) ffl' _ fi' = ö, _ (63 -\-h,-\- h) = 6 + &i + 2?.,. 
Das gegebene Polygon besitzt also mindestens sechs Züge 
des Typus 

^) /TAA---A/V\ 

Durch entsprechendes Ansetzen von a Sechsecken an einen 
solchen Zug (nach der unteren Seite) findet man als freien 
Rand des angesetzten Flächensystemea einen Zug 

^) W---W 

welcher zwei Kanten weniger als der Grundzug besitzt. Indem 
man daher in dem gegebenen irredacibelen Polygone P(ß, m^ 
den Zug 1} durch den Zug 2) ersetzt, gelangt man zu einem 
gleichfalls irreducibelen*) Polygone F(fi, m-i — 2) mit nur noch 

*) Man beweist zuüäcliet auf äbnliohe Weise wie früher bei dem 
Austanäch eines vier- uotl eines fünfkantigen ebenen Znges gegen einen 
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m^ — 2 Kanten. Zu letzterem existiert aber auf Jem Hexa- 
gonoide- H^ ein isomorphes Polygon 

p'(6,»..-2)^.^Y\/'...YY':... 

Folglich entliält U^ auch ein zu F{Q, m^') isomorphes Polygon 

n.,.».)^../- VA---A/""\-- 

Die Anzahl m der Kanten eines irredueibelen Polj'gones F(fi, m) 
erreicht zufolge der beiden Beziehungen 

m = 6 + 2(«g + ßs + «4+ % + is + 2?>4 + 3ös) 
und 

a^ _|_ 2a^ + 3«,, = + ?;, + 2\ + ?,\ 

ihr Minimum für die Werte 

a^ = a^ = a^ = \ = \ = \ = (i , 

a,, = 2. 

Ein so definiertes zelmkantiges Polygon hat notwendig die 
Form 

P(6,10) = pi,i, Ks, ■-., Vi,'i=PM.K3, ..-, K«— Pi,i. 
Zu demselben werden aber auf dem Hexagonoide 11^ durch 
dessen Grundfläche '(«„X '^'^'^ J® ^^"^^ ihrer Seitenflächen sechs 
isomorphe der Grundfläche benachbarte Polygone bestimmt. 

Man gelangt daher zu dem Satze: 

Tbeorem 1'3, Zu jedem oms höchstens ß-nfkantigm ehmm 
Zügen bestehenden irreducibeten Poh/gone P(c, m) der Charahte- 
ristik c = G giebt es auf emem m, der sechshanügen Grundfläche 
^''oX gehörigen Hexagonoide allemal mindestens ein isomorphes, 
der Grundfläche henaehbartes Polygon. 



Ewei- und einen emtantigen Zug aucli bei dem gegenseitigen Austanecli 
zweier dreiltantiger ebener Züge, dafs die Irreducibilitäfc des Polygonea 
erhalten bleibt. Der sncceesive Obergang von dem Polygone P(e, m,) 
durch a Nachbarpolygone zu dem Polygone P(6, m^ ^- 2) aeigt dann 
unmittelbar des letzteren Irredaoibilität. 
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§ 19. Einteilung der Elementarpolygone. 

Ein Hesagonoid S soll elementar heifsen, wenti ea ein 
Element arpolygon P(c, tri) enthält. 

Nach § 15 wird eine solche Fläche aus dem Polygone 
P(c, m) hebanntlich dadurch erzeugt, dafs zunächst an letzteres 
nach beiden Seiten hin zwei isomorphe irreducibele Elementar- 
görtel G-'~ {F, P'), 'G=(P, 'P), darauf an deren mit P iso- 
morphe Bandpolygone P', 'P zwei den vorigen isomorphe 
Gürtel G" = {P', P"), "a = (P, "P), U.S.W, angesetzt werden: 
S= ... + "<5 + 'G + (?' + (?" + .. ., 

wo die Zahl der Gürtel (?<''' und ''''(? ins unbegrenzte ver- 
mehrt werden kann. 

Bestimmt man zu einer beliebigen Kante | Qg , b,, | des 
Gürtels G' die linksseitige Gegenkantenfolgc 
.,.,|(La,b_3|, |a_i,b-ih |a„, W,' \a„\[, \a^,K\, ..., 
so kann zweierlei eintreten: 

I. Entweder bildet der Zug 

...,a_a,b_a, 0-1, b_i, Oj,, bfl, Ol, bi, a^, %,..., 
— derselbe werde als der zu | a^, h„\ gehörige rechts- bzw. 
linksseitige Kantenzug bezeichnet — ausreichend weit fort- 
gesetzt, ein Polygon; 

n. oder es setzt sich derselbe nach beiden Seiten hin ohne 
jeden Durchschnitt ins Unendliche fort. 

Unter der ersten Annahme kommen nach § 17 für die 
Bildungsweise einer Schleife folgende*) Kantencoincidenzen 
in Frage: 

1) |B„ a,+i| = |a;, b,- I; 2) j b,, a^+i | = ^ b,, a,\; 
3)|a.,b, | = |b;,a,+i!; 4) \ a„ h | = | a,-+:, b; (; 
5)|a*, 6* | = |ai,bi 1; 6) (bi, a^-i | = | b,-_i, a,- 1. 

Diesen sechs Möglichkeiten entsprechen drei wesentlich 
verschiedene Polygone, nämlich: 

*) Die Aanahmen | bj, , a^ | = | Qj , &,. j und | bj , Oj, j | = | O; , b,-_j | 
sind »uBZUBohliefsen, weil nach denselben entgegen der Voraussetzung 
bereits 1 bj_i , a^^\ mit la^.^, b^j | und | bj_i , flj | mit | n^^j , b; ] 
zneainmenfallen müTste. 
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•) 1, s, 4) \AA Aa7t\AA , ..\AA "-{■ 

6,6) w\ _....\^^=^, 

wo die erste und letzte Kante als coineident anzusehen sind. 
Die Charakteristiken dieser drei Polygone sind resp.: 
c = + l, c = + 2, c = 0. 
Nacii § 15 und § 18 giebt ea aber auf einem elementaren 
Hexagonoide ^nur zwei Kategorieen von Polygoneu, und zwar: 

1) solche , welche die vollständige Berandung einer ge- 
schlossenen Fläche, des Teiles eines Hexagonoides H^ , bilden, 
und denen folglich die Charakteristik c ^ 6 zukommt; 

2) solche, welche das Hexagoaoid H in zwei unendlich 
ausgedehnte Flächen teilen und die Charakteristik des ihnen 
benachbarten Grundpolygones haben. 

Daraus folgt, dafs dasjenige der Polygone P^, Pj, P^, 
welches thatsächlich auftritt, notwendig Elementarpolygon ist. 

Nun werden die zweiten Randpolygone der an die Poly- 
gone Pj und Pa nach der unteren Seite hin angrenzenden 
Blementarstreifen der Reihe nach dargestellt durch: 

1) p,- s\AA AV7\AA, Wy 



und 

2) ^■: ^ Wl A£v7\Cv}. \M 

F."= \AA. AA/^VA \&A 



*) Die Veretärknngen in den Figuren entapreolieu 
den ersten der dnrch sie veransohanliclitea Fälle. 
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a) m = 3 ■ m. 




Da liiifirnacli die Polygone P^ und P^ zwei gesehloBSene 
Fläelien*) beranden, welche aufser einer gewissen Anzahl von 
Sechsecken noch je zwei andersförmige Grenzpolygone <;«> 
enthalten, können dieselben nicht Elementarpolygone sein, 
und es sind somit die oben gemachten Annahmen (1)— (4) 
illusorisci. 

Das dritte in Frage kommende Polygon P^ dagegen ist 
in der That Elementarpolygon, und zwar von dem Typus eines 
links- bezw. rechtsseitigen Normalpolygones. Also folgt: 

Konstruiert man auf einem Hexagonoide H- mit dem 
Elem^ntaipolygone F[c,)i] ha irgend einei Kaute | a^, &q | den 



*) Bei den hipr und im tolgenden gemachten Äunalinion ubPi die 
Zusammen setzunga weise diesei und entsprechender Flki,IiPn aus ebenen 
(jienzpolygonen ist immei nur eine Möghclikeit m Betracht gezogen 
worden In einzelnen Fkllen gehuren jedoch zu einem Eandpolygoiie 
einer von und 6 verschiedenen Charakteribtik mehrere allomoiphe 
geschloaspue Tlächen Jede dei seihen enthalt dann glen-hfalls mm 
destpus em nicht seohiseitige^ Gienzpolvgon 
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links- oder den rechtsseitigen Kantenzug, ao kann sich der- 
selbe, wenn überhaupt, nur zu einem Normalpolygone schliefsen. 
Dann aber haben alle auf Hc yorhandeueu Elementarpolygone 
die Charakteriatik c = 0. 

Hat man nun auf H^ ein liukaseitigeB Normaipolygon 
P,(0,2m) = aj, \, Os, K, ■■■, a«o ^m, a,, 
so bezeichne mau 

1) die in den Ebenen 

[fem, Ol, 6]L [6i, ÖS, 6äl, ■■■> [6™-i, 0-. W 
liegenden Grenzsechsecke des ersten angrenzenden Norraal- 
gUrtels durch resp. 

2) die zweiten Ecken der Kanten 

durch resp. 

a/, n/, . , ., a'm 

und die durch sie gehenden Flächen des zweiten Normal- 
gflrtels entsprechend durch 

«■>.,<«,">., ...,«>., 



Es genügt dann der Kantenzug 

der zweiten obigen Bedingung, indem er sich spiralförmig 
an dem Hexagonoide aufwindet. 

Alis der Existen:5 eines linhsseitigm Normal^olygones folgt 
also die Existenz eines linksseitigen und unendlicken sich nickt 
durchsetzenden Normalmges, und zwar gehört dann su einer ie- 
liehigen Kante entweder ein linksseitiges Normaipolygon und ein 
rechtsseitige Normalstig oder ein rechtsseitiges Normalpolygon 
und ein linksseitiger Normalmg. 

Es ist unmöglich, dafa auf einem Hexagonoide Hf, m>ei 
alhmorphe Normalpolygone Pj((),2m) und Pi(0, 2m') vor- 
kommen. Denn da aus dieser Annahme folgt, dafs durch 
zwei der in einer Ecke g zusammenstofsenden drei Kanten 
ein Polygon F^{0,2m) und durch zwei Kanten ein Polygon 
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Pi{0, 2m') geht, so mufs eine dieser drei Kanten zu beiden 
Polygonen geiiören. Dann aber mlifste das eine das rechts-, 
das andere das linksseitige Normalpolygon sein, was gegen 
die vorher bewiesene Eigenschaft verstöfst. 

Wird jetzt vorausgesetzt, dafs weder der zur Kante 
I flfl , bp [ gehörige rechtsseitige Kautenzug 

.Z" ^£ ■ ■ -, aLi, tlä, (L-i, i'—i, Q(,, tg, ü/, i,', q/, V, . . ,, 
noch auch der zugehörige linksseitige Kantenzng 

'Z ^- ■ ■ , 'a-2, 'i-2, 'a_i, '6-1, a^, %, 'a^, '61, 'a^, '63, . . . 
sich aelbat jemals durchsetzt, dafs also auf dem Hexagonoide 
kein Normalpolygon des Typus P|(0, 2m) vorhanden ist, so 
müssen die beiden Kantenzüge Z' und 'Z einander unendlich oft 



Zufolge des Isomorphismus der Polygone 
"P = %, ■%,... ,%„,'%, 'P='Vi, %, ..., 'K, 'Vi, 

p' = p,', p/, . . . , v:« , pi', -p" = pr> p.", ■•■,Vm, Vi", 

und der von ihnen beraudeten Elementargürtel 

...,"G=('p;p), 'G={'p,p), a'=(p,p'), G"^{P',r'),... 

müssen nämlich die aus dem Polygone P mit der Kante 
\px> ■^0 I ^ I "01 ■^0 I heraustretenden Kantenzüge 

z-= zu-\-\%,W-\- z-, 'z='Z-^ + \a^,%\-\- 'z^ 

je zwei Polygone*) 

C-tP, p!--! und ('IP, Pt^l 
der beiden Reihen 

("»P, (-«-"P, ...,'P,P und P, P', P", ..., PI™' 
in den entsprechenden Kanten verlassen, nämlich: 

(-■JP, PC-) in den Kanten | uL^, 61^ [ , \d^,l'^\, 
WP, P^» in den Kanten |'o_„'b_„|, \'ü„,'h„\. 

*) In dei hier stillBChweigend gpmaohten Anmhme lala die Toly 
gone '*'P P'^* Bioh seibat nicht mehrfach isomorph amd und dafs aie 
von Z , 7 \a nur je einem Kantenauge lurchBet^fc weidfn ist eine 
weBenthciie Beschiänkung nicht enthaiteo 
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Dann aber werden, das kleinste gemeinsame Vielfache von r 
und s mit fi bezeichnet, Z' und 'Z die Polygone '■"'P uud P'''' 
in denselben durch resp. die Ecken ^''^p^ und p,^^ gehenden 
Kanten verlassen und folglich auch irgend zwei Polygone 
'"■''»P und PI*-"', 
(?i = 1, 2, . . .)■ 
Man hat zwei Arten der Durchsetzung der beiden Züge 7/,'Z 
zu unterscheiden, nämlich: 

1) diejenige, bei welcher /?/ mit '^j und 2Li mit 'Z—x, 

2) diejenige, bei welcher ZI mit 'Z—x und 'Z^ mit Z'—\ 
sich durchsetzt. 

Verfolgt man im ersten Falle die Züge ZI und '2^ bis 
zu dem auf | a,,, fc,, | nächstfolgenden Paare zusammenfallender 
Kauten und betrachtet das von diesen Teilen der beiden Züge 
gebildete Polygon, so hat dasselbe entsprechend den sechs*) 
Coincidenzen 
1)1 ai, 6;| = |'at, 'fi, I, 2)|a;., ß;| = |%,'a, \, 

3) ja;-, 1);| = |V, %-Ay 4) |iU, nn^i'**- '"* i. 
5) I I);U, q; I = I 'ö:t-i, 'oa 1 , 6) ; dU, q;- I = i 'ö*, '^k-x \ 
notwMidig eine der folgenden Formen: 

1) 




*) Die Annalimen \ a,', b; ! ef | 'fij^i , 'a^. | und | b'-_^ , n; i = 1 'o^, , '6^, ; 
Bind aiiSBUSchlieAen, weil nach denselben entgegen der Vorausaetanng 
bereite | &;_^ , flj | mit | aj_j , 'o'i._^ \ und \ a:__i , b;__| i mit [ 'B^^, , 'oj, | 
infalleu lunfste. 
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""XA/ \nf 

Da keines dieser fünf Polygone i3ie Clmrakteristik 6 hai;, 
mufs das endgiltige unter ihuen Elementarpoljgon sein. Es 
zeigen aber die RandpolygOTie der nach ihren inneren Seiten 
hin angrenzenden Elementarstreifen resp. die Formen: 

') ^AA. A__ 

■ — — \ ö 1 ~p/i, 

p^ =^p — 2-h, cji ^ q — 2'h, 
= ^) — 3 ■ Ä, gl = !Z "^ 3 ■ Ä , 
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b) p = 3/4-1 




^ Pg'^^'', 



= P^M j 



i^ Pi'^''' , 
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6) 



Nach diesem Schema beranden die Polygone F^, P^, P^, P^ 
Gudliclie geschlossene Flächen, deren jede aufaer einer gewissen 
Zahl von Sechsecken noch mindesteus eine aiidersförmige 
Grenzfläche <^r> enthält. 

Dieses Ergebnis besteht, wie man sich leicht überzeugt, 
auch in (Sern allgemeineren Falle zu Recht, wo die Zahlen p^ q 
von einander verschieden sind, Also folgt: 

Die zu einer Kante | do , feo I ^'"^^^ Elementarhexagonoides 
H gehörigen links- und rechtsseitigen Kantenzüge Z^' und 'Z-, 
können, wenn überhaupt, nur ein Elementarpolygon des Typus 
Pj bestimmen, welches, und mit ihm alle Elementarpolygone 
der Fläche, die Charakteristik c = besitzt, 
P^^P,(0,^m). 

Auch hier gilt, wie in dem früheren Falle eines Ele- 
mentarhexagonoides mit einem Grundpolygone Pi(0, 2»»), der 
Satz, dafs allomorphe Blementarpolygone des Typna P^iO, 2m) 
auf demselben Hesagonoide nicht neben einander auftreten 
können. Der bezügliche Beweis wird weiter unten gegeben. 

Es ist endlich noch zu untersuchen, auf welche ver- 
schiedene Arten der zu einer Kante | 0^ , i^l gehörige rechts- 
seitige Kantenzug 

Zi E^ üfl , h|, , a/, i/, il/, &/, . . . 
und der zu der Kante W, a,, | gehörige linksseitige Zug 

'Z_i^:hp, a^, 'h_i, 'tt_i, 't)_s, 'o-s, ■.. 
einander durchsetzen können. 

Entsprechend den sechs*) in Frage kommenden Goinci- 



i ül)i*igeB CoincideiiBen 
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1) j a',, V, 
3) \a',, K 



§ 19. Einteilung dei' Elementaipoljgone. 

= :'6_,, 'o_. 1, 2) In;,« \ = ]' 
= I 'i-, , 'o_i+, 1 , 4) I 6; , 0,^1 1 = 

5) |6:-, a;+, |s]'o_i, 'b_tn|, 6) |K,a.^,ls[' 

erhält man die Kantenpolygone; 
1) 



_., '6-., 



3)4) 




ainii deshalb von voi'cliereiii auszuacbliefseii, weil dieselben die anderen 
bedingen worden, 

! «,u , <>;_, I = I -«„,4., , ■6_,,+, I , I .; , i;_, I = I -n^.^, , ■i_,4, i , 

was gegen die Vor aussei znng ist. 
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Wie in den früheren Fällen, so zeigt auch hier der Vergleich 
dieser Polygone mit den Randpolygonen der angrenzenden 
Elementarstreifen, dafs diejenigen vier Polygone, deren Charak- 
teristiken nicht sind, endliche geschlossene Flächen he- 
grenzen, welche anfser einer gewissen Zahl von Sechsecken <^K))g 
noch mindestens je ein andersförmiges Grenzpolygon enthalten. 
Das Polygon Pg der Charakteristik ist daher das einzige 
Elementarpolygon unter den gegebenen fünf Typen, Also: 

Wenn auf einem Eleraentarhexagonoide H von den zu 
einer Kante \a^, %\ gehörigen vier Kantenzügen 

ZL,, Z;, '2_i, 'Z^ 
der erste nicht den dritten und der zweite nicht den vierten 
durchsetzt, so müssen der erste mit dem vierten und der 
zweite mit dem dritten zwei isomorphe Polygone des Typus 
Pg bestimmen, 

p2=P3(0,2m). 

Es soll jetzt gezeigt werden, üa(s auf einem Elemmtarhexa- 
gonoide H^ mit emem Folyyoite F^{Q,'2m) ein diesem allomsrphes 
Polyffon Pa(0, 2»»i) nicht auftreten kann. 

Zum Beweise nehme man an, S,, enthalte zwei und folg- 
lich unendlich viele Polygone der beiden aliomorphen Typen 
P^(0,2m) = I\{0,2p +2q +i) und 
Pg(0, 2m,) = Ps(0, 2pi + 2äi -f 4), 
so kann man stets zwei Individuen P^'{0,2m) und P^(0,2mi) 
herausgreifen, die keine Kante gemein haben, welche also 
einen einfachen Gürtel G ein sehlief sen. Alsdann zerlege man 
G von Pi'(0, 2m) aus in ein System aneinander grenzender 
Elementarstreifen, 

«'=<«;>.. <A'>6, <ft'>., ..■. «;>., 

«>., <)-,•>., <r.'\, ■■■,<?,'>,; 

s"=w>„ <ßt"\, <fc">.,.. ■,<&">., 

«\,<rr\, <7,"\,--,W>„ 



wo allgemein <ai'*''>6 und ^ßaW)^ diejenigen zwei Flächen 
des Streifens jS*^' vorstellen, welche mit ' dem Randiiolygone 
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P(,<^>(0, 2m) des Streifens Ä'»-^' resp. drei und eine Kante 
gemein haben, und wo je zwei benachbarte Flächen eines 
Streifens Seitenflächen sind. Aufs er dem bezeichne man die 
auf einander folgenden Flachen des ersten an das Polygon 
FgiP, 2m,) grenzenden, za G gehörigen Streifens jS^ in der 
Weise durch 

<»,>„ <ft>.> <Ä>., ..•, <fe.>.> <«,\, <f,\, <?,>., ...,<f„>.. 

dafs P(0, 2»%) mit <ä,>6 eine, mit ■(k^X ^^^^ Kanten ge- 
mein hat. 

Gemäfs diesen Festsetzungen nrnfs in der Reibe S', S", . . . 
ein erster Streifen S''^^' existieren, von dessen Flächen minde- 
stens eine mit einer Fläche des Streifens Si identisch ist, so 
dafs dessen freies, ganz innerhalb des Gürtels G verlanfeniJes 
Randpolygon Pg''''>(0,2m) mit P^{0, 2mi) mindestens entweder 
einen ein-, oder einen zwei-, oder einen dreikantigen ebenen 
Zug gemein hat. 

I. In dem ersten Falle, in welchem die Streifen yS'<*~^' und 
S^ nur die eine Fläche <^Cal''~^'^e ^ <^Cj>ß gemein haben, be- 
stimmen die beiden Polygone Pi'-''\0, 2m) und Pg(0, 2mJ 
nach Ausscheidung ihrer einen gemeinsamen Kante das ßand- 
polygon Po einer einfach zusammenhängenden hexagonoidiscben 
Fläche F^,. Die Randflächen derselben seien bezeichnet durch 

<ft>.=-<fti")>,, <A»)>., <fti"i>„ ..., <«'">., 

<"/">., w«\, <»'">.,■•-, <&»>>. = n,, 
<7„-.>., </,.-.>., .■•,<?■>.. <«,x. 

<&,>., *,-.>„■.., <Ä>., 

von denen die Flächen <^ß^'''>\ ^ <(ß,y^ und '()'p''''X ^ "vy^iX 
zwei vierkantige, die Flächen ^ß/''),; und '(Ka)^ zwei drei- 
kantige Züge des Polygones P^ enthatten. — Die Verminde- 
rung der Fläche Ff, um die Sechsecke 

<ß,"'\,<ß."->\, ■■;<?,"•>>„ W"\ 
ergiebt eine gleichartige Fläche J'^ mit den Randflächen 

<!».>. , <*,'>. , <»/>. , . ■ ■ , <«;-.>. , <ri'"\ ,■■■, <ri% >. , 
<r„>,. <r,-i>,,-.., <!■,>,, Ä>,, <fc.>,, <A.-i\, ■■■, <ft>., 
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von denen die Flächen <^2>6 nad <yg,\ zwei vierkantige, die 
Flächen ^j'x"'^)^ «nd (ä,^},; zwei dreikantige Züge des F^ be- 
randenden Polygones P^ enthalten. Die weitere Ausscheidung 
der Flächen 

<Ä>,, <«■'>., <«;>., •■., <«;-.>„ <r."">, 

läfst eine Fläche F^ resultieren, deren durch die neuen ßand- 



<A>„ <«,•■>.. <■».">, , <«;'->., <r,"-'\, <r,"\, . . ■ , 

<7Ä>„ <f,.\, <f,.-i>., •■., <f,>., Ä>„ <Ä.>„ 
*.-.>.,•••, <Ä>. 

bestimmtes Randpoljgon Pg mit zweien derselben, nämlich 
mit <^ßs\ und <3'.j,>^ zwei vierkantige, mit zwei anderen Flächen 
^J'b'^'X Hiid {ß^ye zwei dreikantige Züge gemein hat. Bei 
fortgesetzter Reduktion der eingeschlossenen und jeder neu 
entstehenden Fläche Fi, wird man entsprechend den beiden 
Annahmen 

1) p<p^, 2) j>=Ä 

zu einer Fläche J^_i mit einem Eandflächensysteme gelangen 

1) <ßp\ , <«■"-">. . <«>"-«>. , . ■ ■ , <ä;fn">, , <7™ .>. . 

<?,.>., <n.-.>., ■■., <?,>.,<%>„ 

<&^., <Ä.-i>„ -..,<*+.>.; 

2) <ß,>,, W-"\, <V^">,,, ■■; <ä;i7">,, <r™,>s, 
<?,.>., <f..-i>s <n>.,Ä>., 

in welchem die beiden Flächen <(ßp}g und •(,y^,\ zwei vier- 
kantige, die beiden anderen <^y^t.:,\ ^^^ "C^sX ^*^^i dreikantige 
Züge des zugehörigen Eandpolygones Pp—i aufweisen. 

Da aber die Flächen <^y"'* ,),; und ^y^,)^ als Seitenflächen 
eine Innenkante von Fp-i gemein haben, da ferner diese und 
die Kante j y<*2.i i ^'^^' ' in die durch die sechste Kante von 
<I'^'ii>a gehende Fläche <,y„^i\ führen, folgt, dafs <i5<i:_7">e 
und -(y^i—i^g gleichfalls eine Kante gemein haben, und dafs 
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sie mithin nach Weglaasuag der Sechsecke <;'?liX '^^'^ ^J'j.X 
wiederum resp. einen drei- und einen vierkantigen Zug des 
Randpolygones Pp der zurückbleibenden Fläche Fp enthalten. — 
Indem man daher weiter succesaive die Fläehenpaare absondert 

<S'W>,> <f„-.\-, </",%•'>,, <r„-.>,, ..-, 

wird man 

a) für g <q,, b) für g = g, 

eine Fläche F^^^^ mit folgendem Randflächensysteme erhalten: 

1») <fe>.,<*i"^">.,<J>,,-,+i>., <?.->>., • ■,<r,>,, 

11) <fc>.. <V'-'>>„ <f,>,„ <•,>„ <ß,X, ■■■, <&+.>.; 

2«) <?,>., <V^''>„ <);„-,+.>. <?,>., <s,X, 

2b) <fe>., <«,"->>., <r,\, <%>.. 

Die den drei Fällen la), Ib), 2 a) entsprechenden Flächen 
-Z^,_s sind illusorisch, indem die resp. einen vier-, einen 
drei- und einen vierkantigen Zug des Polygones P^-^q^s ent- 
haltenden ersten drei Eandflächen einer jeden eine gemein- 
same Seitenfläche <^«)> mit einem mindestens siebenkantigen 
Zuge besitzen würden. 

Der Fall 2 b) dagegen führt in der Tbat auf eine mijg- 
liche, nämlich auf eine aus dem Seitenflächenpaar •(Ö'/J'"^)^^ , 
<ßa>ß und dem Scheitelflächenpaar (,ßp\ , ^PiX bestehende 
Fläche. 

IL Der zweite Fall eines den Polygonen Pg*'''{0, 2«t) und 
^3(0, 2™^) gemeinsamen zweikantigen Zuges ist bedingt durch 
eine der beiden Coincidenzen : 

1) ■<«/'-')x = <Äx, 2) <«,<^"X^<nX, 

*= 1, 2, ■■ -, Äi /c = l, 2, ■- ■, 2i. 
Dieselben haben resp. die anderen zur Folge: 
: a) <&»-<)>. = <^,_,>. , <|)»-«X ES5 <ß,^\ ,-■■, 

ii) <ri"-''\ = <ft+.>. , <r,"-"\ = <^*i>. , ■ ■ ■ . 
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2b) <n"-''X = <r.+.>., W-''>, s <;.,+,>., .-., 

Von diesen vier Annahmen sind die zweite und dritte 
allemal, die erste und vierte unter den bezüglichen Bedingungen 
i> p -{- i und $, — i>> q mit der Definition des Polygones 
P3''''(0, 2«*) unvereinbar, da dieselben eine gegenseitige Durch- 
setzung dieses mit dem Polygone Pg(0, 27W|) involvieren. Sieht 
man ferner unter la). und 2 b) von den Fällen «==ß-|-l 
und ft ~ ^ ^ 2 ab, in welchen P^^''1{0,2m) und P^{0,2m^) 
einen dreikantigen ebenen Zug gemein haben worden, so erhält 
man folgende den Streifen S^''~^> und Si gemeinsame Flächen- 
reihen: 

u) <»,»-■)>,=<*>., <w"-">.=<ft-,x, </iii:;'>.=<ft-i>.,- 
• ■ ■ , <fcp. = <ß,\ , (ctiP. = <«■>. ■ 

2b) <«.''-'>>,=<n>„ <)',<'-">,s<n+.>., <r.»-">6=<?H-<>.,-- 
■■■, <r'ii-i>\ = Cr,.\. <rS;z.V. = <«■>•■ 

In beiden Fallen bestimmen aber die Polygone P8*'''(0, 2m) 
und Pg{0, 2»Si) durch ihre nicht eoincidenten Teile das Eaud- 
polygon Pq einer einfach zusammenhängenden Fläche i^J,, 
welches alle charakteristischen Eigentümlichkeiten des iu dem 
früheren Falle nur einer gemeinsamen Kante von Pg^''>{0,2m) 
und Pa(0, 2m^ behandelten gleichnamigen Polygones aufweist. 
Es finden daher auf dasselbe und auf die von ihm ein- 
geschlossene Fläche genau die nämlichen Schlüsse wie auf 
letzteres Anwendung. Zufolge derselben erhält man das 



Die von dem Polygone Pg berandete Fläche Fg ist stets 
dann und nur dann existent, wenn die Beziehungen bestehen: 
la) p — i^p^ — i und (2 = 9i, 

2b) q — (g, ■ — /c -f- 2) = Ä — 2 und p = p^, oder 

la) p—Pi=^q — q, =0, 

2b) q — qi-^p —Pi-=0. 

Hiernach ist also das Polygon P^(0, 9m,) dem Polygone 
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P3<'''(0, 2m) notwendig isomorph, und, weil tlann die Annahme 
<aa'*-^'>6 ^ <Ä->6 im Ganzen p, die andere W^'-^y^ = <n>fi 
im Ganzen q verschiedene Möglichkeiten zuläfst, giebt es p-\-q 
verschiedene ausgezeichnete Lagen der Polygone P3l'''(0j 2»j) 
und Ps(0, 2»?) zu einander, in weichen dieselben einen iinks- 
bzw. einen rechts aeiti gen Kantenzug gemein haben. 

III. Die dritte Möglichkeit eines gemeinsamen drei- 
kantigen ebenen Zuges bedingt die Coineidenzen; 

«-')>. = <;,>„ 

<ftl'-'l>.s<ft>,, <W'~">e = <ft\, ■■■ »na 

<r,"-«\ = <f,.\, <jfc">. SE <n,_,>„ . . .. 

Gilt daher p>p, oder q>q,, so hat man entsprechend: 

<Ä.,>6 = </'Ä^">« <"ä" <r,X = <i*;;Vi>.. '»w*- 

Ä>.™<(iM>, oder <i,\ = <rfzl'>, ■ 

Das Polygon Pb(0, 2»»^) tritt dann mit einer Kante j äg, ^fc^' 1 
oder 1^, yl'r'Lii in den Gürtel {P^'(p,2m), P^''''>{0,2m)) ein, 
ein mit der Definition von P3W(0, 2»i) unvereiabarer Schlufs, 
Ist andererseits _p < Pi und q<qi, so hat man : 

<fci"'>, = Ä>, und <r,i'-'>>,E= <;>„+.>„ 

folglich : 

was gleichfalls wider die Voraussetzung verstöfst. 

Da zufolge der Einteilung des Hexagonoides JI„ in iso- 
morphe Elementaratreifen 

s'={Ps', Pb"), s"=(p;', p;"), ■■■, 

alle in Bezug auf das Polygon Pg^'^Oj 2*») gezogenen Schlüsse 
auch für das Polygon Pj'CO, 2m) gelten, kann man die unter 
I, II und III erkannten Thatsaehen kurz so präcisieren: 

Auf einem Elementarhesagonoide Sf^ können allomorphe 
Polygone der Grundform P^(Pj 2m) überhaupt nicht vorkommen. 
Enthält aber ffty ein System äquidistanter isomorpher Polygone 
dieses Typus, so giebt es auf ihm stets noch m — 1 weitere 
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jenem isomorphe Systeme, und zwar haben dann die Polygone 
verschiedener Systeme paarweise einen (2h + l)-kajitigen liuks-j 
bzw. rechtsseitigen Zug gemein, 

A = 0, 1, 2, 3, . . . , g, 

Um über die gegenseitige Lage der m Systeme P.j((>, 2m) 
eine klare Vorstellung zw erhalten, bezeichne man die Flächen 
der an die Polygone 

P/(0, 2w}, Ps"(0,2m), ... 
grenzenden Elementarstreifen 

s; s", s"\ . . . 

zweekmäTsig durch 

s'^w>„ «>.. ..., <«;+»>., ••■, «\, 
s" S5 <«■">. , «■>. , ■ ■ . , <«;+.>, , ■ . ■ , «>. , 



wo aUgemein zwei Flächen <(«i'''*X ^^^ ^"^^^i^a ™i* ^^^ 
Polygone Pj<*'(0, 2m) resp. einen drei- und einen einkantigeji 
Zug gemein haben. 

Alsdann werden die mit dem Polygone Ps,'(0, 2m) in 
je einem (2h + l)-kantigen Zuge coineidenten , der Fläche 
S' -j- S" ■{- • ■ • angehangen Vertreter P^(0,2m) der übrigen 
m — 1 Systeme dargestellt durch: 

1) p(o,2»)= iv, «:!, 



!-i , Oll, 1 «Li , a7-i \, ■ . - , 


!«»"-", «i"-"l, 1 «,"-», «,"-■! 


1 a^('-^\ V~'' 


1 1 a^('-i)j a^W 1 


«-'), o»!^ [oM, <,»!,..., 


^".fra.. «V.l. KW.. *.■+.! 


»ts.., «a.+.i. i«fe3 


-„"i^,+.i, [«s-i,,«??;'!. 


fcf',«»'!,!«»;?,«^.! 


, ..., i«;+j, o;v,|, 1»;+,, o;^, 


'«P+a , «^+2 , 1 'a^2 , «j+i 


, ..., ra,-+i, ß;+il, IV+l, OLi\, 


i — 2, 3, 


...,y + 2, 


? + ■■ 


+ 2 - ;.. 
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2) wenn ablEÜrKUiigs weise p -\- i •{- 2 = Ji gesetzt wird, 

|'ks_i, «i I, I 'Kk-1, «i-i \>--, r%-+3, aJ-+4,' r^p+Sj '^'i'+Ai 
I '(ip+i , (ip+s I , I 'op+a j (tji+a ] ; 

a) h — q>2 

|ch-^;+i)^ ß(«-i+ä)l lofs-f+i), «(«-'+'')[, ..,|a2<!-''+",((2(a-'+*>|, |Kä(!-'+il, tt/s-'+ä)|^ 

'l'ir"' "ir'*"]' hS""' "IT?!» ■■' l"»+>> "*+'!> ki+n«'!; 

b) s — ä — a 

l«;+„o,+, I, 1«;+,,«;+,!,.., i V"-". «."-'I. |«,»~«, «,"-'+■'], 

|((/!-'-+i), a^(i~i^')\^ [«jl^-'+'l, «jö-'H-2)|^ [a/3-^+i), ß(a^+s)l 
o) li — q^l 

I «;,+,, «;+, I, I »;+,, «;'+, i, .., i «,", »,'»> i, i «,m, «,<•+■' |, 

.(.+.), „(,+»j, !„»+.), .»«],.., |45J»„ .(5^|,|, |«jftfl„ »ig>).|, 
!.lSJ.,<.iÖ"il, |«SitS.,.lS¥,|. !ft!;J.,"Sft"|. 

/c = P + 3 , ß + ■^j • - ■ ! "*■ 
An das gewonnene Resultat der Erlsenntnis aller E]e- 
mentarpolygone als Nachbarpoljgone dreier eharakteristisehen 
Formen P^, Pg, Pg scliHefst sicli naturgem'äfs die Frage, ob 
mit denselben die letzten uraprüngiieben Typen des Elementar- 
polygonea erreiebt aind, oder ob noch eine weitere Redaktion 
möglich ist. 

Jäbcrhatd, Morpiiologle der ?ol joder. 9 
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Um dieses Problem zu entscheiden, werde ein Elemeiitar- 
bexagonoid Hg niit einem Grundpolygone P2(Ü, 2p-\-2q-\- G =2m) 
betrachtet. Die Fiä,chen des ersten an letzteres grenzenden 
Elementar Streifens seien 

<«;>., <ft'>.. <A'>„ ■•■, <c;>., «>., 

<«;>„<7,'>., <)-,'>. <n'>.. 

wo das Polygon Pä(0, 2»») mit den Flächen <ia„\ vind <ßi'>a, 
^^2'\ i'ßsp. einen vier- und zwei einkantige Züge gemein hat. 
— Durch Fortlassung der Flächen 

<«;>., <ft'>., «>.,.■•,<&■>, 

erhält man als Grundpolygon der resultierenden Fläche B^' 
ein zu. P^{0,2m) benachbartes Polygon P" mit dem angren- 
zenden Elementarstreifen 

s's <,;>., </!.">„ <r>., ■•., <«-«>., <",">., 
<«,'>,, «X, <n">„ <n'>., ..■, <rU>., 

von welchem die Flächen <^yg'\ und -(a^'y^ , 'Cf(^\ resp. einen 
vier- und zwei einkantige, alle übrigen Flächen aber je einen 
zweikantigen Zug des Polygones P' enthalten. — Nach weiterem 
Ausschlufs der Flachen 

<)■;>,, <ft"x, <A">., ■■■,<ßu\ 

resultiert als Berandung der entstehenden Fläche B^' ein Po- 
lygon P" mit dem angrenzenden Elementarstreifen 

s" = <,;_,>„ <ft"->., (iTX <c;:i.>., «">., W\, 

<«;>., «>„ <r,'\. <)-;>...■■, <r,-'>„ 

von welchem die Flächen ^^'ä— iX und <Cki"'Xi ^''s'X ^^^ P" 
resp. einen vierkantigen und zwei einkantige Züge, alle übrigen 
aber je einen zweikantigen Zug gemein haben. 

Ist nun erstens 1} = q_, so wird man vermöge dieser 
Reduktion der Fläche H^ schliefslich zu einer anderen //„'p) 
gelangen, an deren Grundpolygon pf> ein Elementarstreifen 
grenzt, 

sMs<n'>., <»,»+»>„ <»,i'>>., ..., <«;•>., <«,•>„ <«,'>., 
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von dessen p -\- B Flächen die eine K^iy^ "WSK vierkantigen, 
die beiden benachbarten <«i'^+''X ""'^^ (,"3^6 3^ einen ein- 
kanfcigen, alle übrigen je einen zweikantigen Raudzug enthalten. 

lodern man aber von dieser Fläche jffglp) das Sechseck <^'y^'\ 
fortläfat, erhält man als Berandung der restierenden Fläche 
Hffp+'l ein Elena entarpolygon P^iO, 2p + 4) der ersten Grund- 
form. Alao: 

Jedes Elementarpolygon P^{0, ip -f 6) ist einem Elementar- 
poh/gone Pj (0, 2p + 4) henachhart, wtd es tritt daher mtf dein 
m p -\- 2 verschiedenen Systemen äqiii- 
j auf 

Ist dagegen zweitens p<q, so besitzt das Polygon P^^' 
den angrenzenden Elenientaiatreifen 

S'"-<r,-„+i)o, W^">„ <«,'">., ■■■■ <«,'■>„ 
«>„ «>„ <W>., <7.'>.. ••■, <r',-,\. 

und es wird die Ausscheidung der Flache {y'^^^iy^ als Rand- 
polygon von fl'(,'''+') ein Eleraentarpolygon P(iH-i) ergeben, von 
welchem die <^^^+i>(i benachbarten Flachen <y^X und 
<^ßi<^^'X resp. einen drei- und einen zweikantigen Zug ent- 
halten. Dann aber stellt sich PIH-D als ein Polygon der 
Grundform P^^O, 2pj^-\-2q^-j-i) dar, wo sich^^=^+l und 
Qi'=i — P — 1 berechnet. Also: 

Ein Slementarpolygon Pa{0, 2p + 2 j-4- 6) ist allemal einem 
El&mmtarpolygone P^(0, 2q + 4) benacJibart, und es tritt daher 
auf dem sugekörigen Hexagonoide H^ m 3 -j- 2 verschiedenen 
Systemen äquiäistanter Polygone auf. 

Zieht man noch aus der eindeutigen Abhängigkeit der 
für zwei benachbarte Polygone F^(0,2m) und Pg(p,2m^) 
charakteriatischen Zahlenpaare p, q und p, , j, den Schlufs, 
dafs auf demselben Hexagonoide JSj, allomorphe Polygone 
P3(0, 2m) und P2(0, 2%) unmöglich sind, so kann man, 
alles zusammenfassend, folgendes Endergebnis aussprechen: 

Theorem 14. Jedes Elementarpolygon ist Nachbarpolygon 
eines durch swei positive gan^e Zahlen p, q unzweideutig deß- 
nierfen Polygones der Grundform 



y Google 



Dritter Absotnitt. 




^^(0,2»«) = 



und hai d fhalb die Charakteristik 0. 

Älie dem manhclmt Polygone F^i^j^m) henacJihartm, mit 
tltm also auf demselben Hexagonoide H^ gelegme^t Elementar- 
•polygone Jionbtituteren eine Klasse. 

Ist p^ < q^, 30 enthäÜ das sum Polygone P^{0, 2mj) ge- 
korige Sexagonoid 3i + 2 unendliche Systeme äguidistanter iso- 
morpher Elemmtarpohfgone der Form: 



P.(0, 2».) E= L, 




WO sich p = Pi -\- 1- und g ^ g^ — Pi — 1 berechnet, und dann 
gruppieren sich alle mit Pa(0, 2 m,) isomorphmt Polygone gleich- 
falls in qi-\- 2 analoge Systeme. 

Im Falle pj = q^ dagegen enthcät das betreffende Hexa- 
gonoid em einziges unendliches System agtiidistanter isomorpher 
', der Form: 



P^{0,2m) = 



\Ar 




wo sich m ^ Pi + 2 = —'--—- bestimmt, und dann gruppieren 
sich alle mit Pä(0, 2m^ isomorphen Polygone im, p^-\-2 analoge 



Angenommen jetzt, es liege auf einem Elementarliexa- 
goQoide H^ ein System von Polygonen Pj (0, 2m) und ein 
beliebiges Polygon P(0, 2») vor, so werden auf Hf, zwei 
Polygone P'(0, 2m) und PW(0, 2m) existieren, die mit P(0, 2n) 
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mindestens je einen Kantenzug gemein haben und es in einen 
aus Ä — 1 isomorphen Elementaratreifen 

bestehenden Gürtel einsehliefsen. Wenn dann durch die 
Kantenfolge 

\ai, Sil, [ii, %\, \'k, fial. ■■■- |i-i, 'bi\, \^hOi\ 
ein Zug des Polygones P(0, 2n) gegeben ist, dessen End- 
punkte Ol, dl zwar noch zum Polygone Pl'-'^1(0, 2«*) gehören, 
während seine übrigen Ecken auf Pl'''(0, 2m) liegen, so 
wird nach Ersetzung dieses durch den zu Pl''~*'(0, 2m) ge- 
hörigen Zug 

Ifli, "sK \^, Os\, ■■■, I °:-U °i\ 
das resultierende Polygon zwei Kanten weniger als das ur- 
sprüngliche enthalten. 

Falls daher P(0, 2n) mit P<*l(Oj 2m) mehrefej etwa a, 
getrennte Züge gemein hat, kann man ein nur noch über 
h — 2 Elementarstreifen erstrecktes Polygon P(0, 2« —2 a) 
konstruieren. 

Daraus folgt: 

Unter ällm Foh/gonen des Bexagonoides H^ enthalten die 
Folygime PitO, 2 m) die kleinste Zahl von Kamtm, wahrend dn 
h Elementm'sfy-eifeii äwchlaufendes Elementarpolygon P(0, 2h) 
mindestens 2m + 2ä Kanten sÖJiU. 

G-anz analog wird bewiesen: 

Auf einem Sexagonoick H^ mit einem Systeme von Poly- 
gonen Pg(0, 2m) Mben diese die kleinste KantenamaM. 

Wie die Kantenpolygone eines Hexagonoidea S^, so zeigen 
auch die Elementarpolygone eines Hexagonoides flj, die Eigen- 
schaft der Irreducibilität, und zwar in doppeltem Sinne; 
einerseits nämlich ' in ihren Beziehungen zu den auf einer 
Fläche -Hß gelegenen Polygonen P(6, «), andererseits in der 
gegenseitigen gestaltlichen Abhängigkeit der einer Klasse, 
d. h. demselben Elementarhexagonoid B,, angehörigen Polygone 
P(0, 2 m). 

Was zunächst das Verhältnis der Polygone P(0, 2m) 
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einer Fläche Hg zu deren Polygonen P(ß, n) anlangt, so findet 
dasselbe seinen Ausdruck in folgendem Satze: 

14a, Ein Elemmtarhexagonoiä Hj, mit einem Gnmdpolpgone 
P;(0>2m) (fi = 1, 3) hann 'kein Memeiifarpolygon ^(0, 2mi) 
enthaltm, welches in einem Kantenmge irgend einem Folygone 
P(6, n) eines Hexagonoicles ffg isomorph ist, das der am der 
Grundfläche von li^ und den ersten j — g— J angrenzenden Ele- 
mmtarstreifen gebildetm Flädie -ff^ angehört. 

Es genügt, den Beweis für ein Hesagonoid H,^ mit einem 
Polygonensysteme Pi(0, 2m) zu führen, indem der andere 
Fall einer Fläche ffg mit einem Systeme F^{0, 2 m) eine 
durchaus analoge B eh and lungs weise gestattet. 

Man wähle zu dem Ende auf einem Hexagonoide H^, 
mit dem Grundpolygone 

i>, (0, 2») = I .;, V. I , I »;, ■». 1 , I <, '«, I , I «,', '«, I , 

...,|«,', '«,1, :«,','«. I 
das Sechseck ^ß/X zur Grundfliiehe eines Hexa.gonoides H^, 
90 wird sich letzteres bis incl. seines von <(ff/X ^^^ gezählten 
1 — - — J Blementarstreifens isomorph auf S^ abbilden lassen. 
Es sei nun auf diesem Teile /Tg von H^ irgend ein Polygon 
P(6, w) gegeben, und es steile P'(0, %) irgend ein auf ö,, 
gezogenes Elementarpolygon vor, welches den dem ersteren 
isomorphen Kantenzug Q enthält. Man bestimme dann inner- 
halb der Fläche «ö/^; P(6, «)), ausgehend von -(«/Xi i^i 
der Flächen reihe 

«>.. <«>■>.. <«;>.,■■.. 

in welcher allgemein zwei Flächen {a'k—i\ und •((i;';,_|.iX durch 
gegenüberliegende Seiten der Fläche <«i>g gehen, die erste 
Fläche <ßrX, welche einen Kantenzug des Polygones P(6, «) 
enthält. Da die Zahl r höchstens gleich der Zahl 1 — -----J 
ist, so kann man von der durch den entsprechenden Kanten- 
zug in Q beatimmten Fläche (ßr\ aus eine jener isomorphe 
Flächenreihe ableiten: 

<fr>,,<l'^.X, ■•■,<(*,>.■ 
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Zufolge des Isomorphiamus der zu den Flächen <^cc{}^ und </JjX 
geliSrigeri Hexagouoidteile in Bezug auf ihre ersten [ — 5 — ^J 
Elementai'streifen mufs sich aber der Zug Q zu dem P(6, n) 
isomorphen Polygone ^(6,«) sehliefaen. Mithin kann ein Zug 
Q kein Teil eines Polygones P'(Oj «1) sein. Q. e. d. 

Die vorstehende Überlegung lehrt gleichzeitig folgende 
hemerhenswerte Ergmgtmgsweise eines Memmtarhexagonoides H^ 
aus einer hexagonoidischen Fläche ff^. 

Man variiere, wenn unter Wiederaufnahme der § 18 ein- 
gefßhrten Bezeichnungen die Flächen der sechs dreikantigen 
ebenen Züge des den Eiementarstreifen S'™! herandenden Foly- 
gones Pt™* in der einem Umlauf von P*"'' entsprechenden 
Folge gegeben werden durch 

w'>\ , «$..>. , <«',%.:>, ,■■■, <«i¥,.,>. . 

die aus der Grundfläche <aoX vmd den ersten m Elementar- 
streifen bestehende Fläche ff^ so stetig und sich selbst isomorph 
im Räume, 

1) dafs die mittleren Randkanten zweier gegenüberliegenden 
Flächen 

W">>, und <a<f^^J, 

a) Gegenseiten eines ebenen Seehseckea <^g5^g werden, 

b) in eine Kaute | «j*"'!. «J+sm I zusammenfallen, 

2 a) dafs die mittleren Randkanten der Flächen '(ß/™'\ 
und ■(Kjj^^X in zwei durch eine dritte getrennte Seiten eines 
ebenen Sechseckes <;^X übergehen, 

2 b) dafs der mit der mittleren Randkante von ■(aj'"'JX 
beginnende und in der ersten Randkante von <^ß*,"'>>B endende 
(2r — ,l)-kantige Zug und der mit der ersten Raudkante von 
^"&m^a beginnende und in der mittleren Randkante von 
^"i+sm^« ■endende (2r — l)-kantige Zug entsprechend zusammen- 
fallen 

r-m+l, ».,..., 2, 

WO in den Fällen 2 a) und 2 b) die Kanten des Polygones 
P<™'(6, 12m + 6) in der Reihenfolge gezählt sind, 

I « /-"J. (x^j-'fp I . I «.W.. «,("'+') I. I ß.W. aJ"'+^^ I . ■ ■ ■ . 
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Durch diese Operation entstehen 

1 a) ein Elementarhesagonoid mit einem Gniudpoljgoiie 
Pi(0,4m + 4), 

1 b) ein Elementaihexagonoid mit einem Grundpolygone 

P,(0, 4m-[-2J, 

2 a) ein Blementarhexagonoid mit einem durch die Werte 
p = g =. »f bestimmten Grundpolygone 

P3(0,4m+4), 

2b)*) ein Elementarhexagonoid mit einem durch die Werte 
j? =^ »• — 2 und g = 2m — r+l bestimmten Grundpolygone 

P8(0,4m + 2), 
Zu einer noch engeren Unterscheidung der Elementarpolygone 
eines Hesagonoides Ht^ in irreducibele und reducibele führt, 
wie schon oben bemerkt, deren vergleiche weise Betrachtung. 
Ich werde mich jedoch in den betreffenden Untersuchungen 
auf den einfacheren Fall eines Elementarhexagonoid es mit 
einem Polygonensysteme Pj(0, 2m) beschränken. 

Um zuerst die hierher gehörigen Beziehungen der all- 
gemeinen Elementarpolygoae P(0, 2«) der Fläche zu einem 
Grundpolygone Pj(0, 2m) abzuleiten, teile man das HesagoHoid 
üffi von letzterem aus in gleicher Weise wie früher in Elementac- 
streifen: 



s'ss«>,, «X,..., <«;>., 



*) Man gelangt eu diesem Polygone, iudem man von der aur 
Fläche ff[, geachlossenea Piäche H^ euccessive die )■ Flächenreihen ab- 
sondert, nämlich die Beihen 

<"S^,>.. <"«>.. <4r:?>.. •••. «■:::?>.. <'ö>.. <'tl,.>, 

und an clas eine ßandpolygoa der entstehenden Fläche ein <^«i''''X und 
*\"r-f3ni' seiteades Sechseck ansetzt. . 
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WO allgemein zwei Flächen <ßi<''~">G wnd <o:/''+^'>s Scheitel- 
flachen, zwei Flächen '(ai**'>e und »(«f+iX Seitenflächen be- 
zeichnen, und wo die Flächen <ßm)ß , ■(«i")« , <'^/X ^ine Ecke 
hestimmen. 

Die Kanten des von den Polygonen Pi(0, '■im) und 
Pi'™'(0, 2m) berandeten, m Streifen umfessenden Gürtels Gm 
zerfallen iu zwei Systeme; 

1) in die gemeinsamen Randkanten | «/*', «.^'^^'^ \ zweier 
beoachbarten Elementar streifen, 

2) in die gemeinsamen Seiten | tt/*', &f\^ j zweier Nachbar- 
flächen eines Streifens. 

Die Kanten des ersten Systemes sind dadurch a 
dafs der zu einer von ihnen gehörige rechts- bzw. !ir 
Kantenzug mit dem die beiden Elementarstreifen trennenden 
Polygone Pj('''(0, 2m) identisch ist, die des zweiten dadurch, dafs 
der zu einer von ihnen, etwa zu 1 «j"'' , ßj^^ 1 ^ gehörige reehts- 
bzw. linksseitige Zug sich durch die in Streifen jS'*^, ..., 
^^(i+ni-i) hinzieht. Es werden mithin die zu den ms Kanten 

gehörigen rechts- bzw. linksseitigen Kantenzüge die einzigen 
2sw-kantigeo Züge der Art enthalten, welche, ohne sich zu 
schliefsen, ganz innerhalb des Gürtels Q,,,, verlaufen. Schliefst 
man aber einen solchen Zug durch einen gleichfalls in Gr^ 
enthaltenen sich selbst nicht durchsetzenden Zug zu einem 
Elementarpolygone, etwa den Zug 

(m = 2.w) 
durch den Zug 

..,'».1, |.„-»,|, ...,|«!,1:,,«<S"t' 

SO werden die Endkanten des ursprünglichen 2m-kantigeu 
rechtsseitigen Zuges resp. erste und zweite Kante zweier 
mindestens dreikantigen ebenen Züge des Polygones. Mit 
Hülfe der einzuführenden Bezeichnung eines zwischen den 
ersten Kanten zweier zwei- oder mehrkantigen ebenen Züge 
erstreckten Bestandteiles eines Elementarpolygones als eines 
Elemmtarsiiges kann mau daher sagen: 
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Auf einem Elementarhesagonoide mit einem Grimdpolygone 
Pi(0, 2wi) existiert imter den Elementarpolygooen eines aua 
m Eleuientarstreifen bestehenden Gürtels G^ kein einziges, 
welches einen dem Grundpolygone isomorphen Elementarzug 
enthält. 

Diese Beziehung eines beliebigen Elementarpolygones zum 
Grund polygone ist offenbar durch seine Zugehöriglreit zum 
Gürtel Gm bedingt. Denn erweitert man letzteren um einen 
m -\- 1'™ Elementarstreifen 5^"*+'^ so ist das Elementarpolygon 

[<,:,»; I , I .;-, < I , . . . , I «« , »<r:^, I , I .»+» , «« , ! , 
I «!."+", «;*'■[. i"»". "iS"!" ■■-1 '«".«" I 

in seinem ersten Zuge dem Grundpolygone isomorph. 

Die aufgefundene Beziehung läfat sich leicht auf zwei 
beliebige Elementarpolygoue des Gürtels (?„ ausdehnen und 
sieh so zu dem Satze erweitern: 

14b. Auf einem Ekmeniarhexagonoiä mit einem Gmnd- 
polygone P^CO, 2m) Jcann von swei einem Gürtel Gm angekörigmt 
allomorphm Elementarpolygonen am eine hänen dem anderm 
isomorphen Elementarzug enthalten. 

Zum Beweise werde vorausgesetzt, derselbe sei bereits für 
alle Elementarpolygone P(0, 2n} erbracht, welche sich über 
nicht mehr als v < m aneinander grenzende Elementarstreifen 
erstrecken. Wenn dann das Elementarpolygon 
Q{0,2n,) = \p,, p, I, ip,, p^l- ■■■,-\V<-^, h\, \Pi, a^!, 
■ |0i, 6. \, W: %\, !&a, iäl, ■■■, 'M-u 6*1. 
|6*, Qtl, iP., q,|, Iq., q<-i|, ..., I qs, q, | , 

C^ = %)> 

weiches mit dem Kantenzuge 

I a,, b,, I b,, i, \, ..., I ti._=, h, \, \h, a,-\ 
einem v -|- 1'*" Element arstreifen angehört, isomorph ist einem 
Elementarteile 

\h', h' \, 1 V.\ fe'l, ■■■, \Ph < \, I <, V !, -.., 
..., [ b;, n; i, ! a't, ql |, | qi, qU I, ..., 1 q/, q,' | 
eines zweiten zum Gürtel Cr,,, gehörigen Elementarpolygones 
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vou denen der erste zu dem Eandpolygone P,'''*(0, 2m) des 
i/"" Elementarstreifens gehört. Eine analoge Redulition findet 
auch dann statt, wenn änmi Eckpunkte des Zuges 
! 6,, 6, 1, I 6,, i.,\, ..., I Jt-i, 6i 
die beiden Endpunkte des Q(0, 2%) isomorphen Blementar- 
zuges von P(0, 2n) entsprechen. 

Durch genügend häufige Wiederholung dieses Verfahrens 
gelangt man zu einem nur noch v Elementarstreifen durch- 
ziehenden Polygone 

■ ■■, I 04-1,0*1, I 0*, (li I, I q,, qj_i I, ..., I q^, qi I, 
welches isomorph ist eiDem Element araugo 

iPi', Ps'!. j P.'> Ps'h ■••,1 Qs', lü'L U/. fi.'l 

eiues zweiten zu Gm gehörigen Elementarpolygones 

Weil aber die Coexietenz zweier derartiger Polygone durch 
die Voraussetzung ausgeschlossen wird, so gilt das auch für 
die Polygone Q{Q,2n^ und P(0, 2m'). 

Die unter 14b aufgestellte Behauptung ist somit gültig, 
wenn sie für das Grundpolygon Pi(0, 2 m) und ein beliebiges 
Elementarpolygon des Gürtels (?„, zu Recht besteht. Hiermit 
aber ist der Satz aiif den schon früher bewiesenen Spezialfall 
zurückgeführt, — 
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Die Theorie der ElemeDtarpolygone findet iliren Absehlufs 
mit der Eatselieidung der Frage: 

Weicbes sind die notwendigen «nd hinreicli enden Be- 
dingungen dafür, dafs ein Kantenpolygon P ein Elementar- 
polygon sei? 

Da man gemäfa der Definition der Elementarpolygone 
und des sie betreffenden Theoremes 14 die Unierauclnmg von 
vorneherein auf die höchstens fiinfkantige ebene Züge ent- 
haltenden Polygone der Charakteristik c = zu beschränken 
hat, werde ein derartiges Polygon P(0, 2m) der Betrachtung 
zu Grunde gelegt. Dasselbe kann seiner Form nach von 
vierfacher Beschaffenheit sein: 

la) Entweder sind alle ebenen Kantenzüge zweikantig, 

Ib) oder es folgt auf einen etwaigen dreikantigen ebenen 
Zug der Charakteristik + 1 ein isomorpher Zug der Charakte- 
ristik ^ 1, 
— in beiden Fäl 
Sinne des § 16 

2 a) oder es 



.en ist P(0, 2m) ein Nor 



:blgt auf einen dreikantigen ebenen Zug der 
Charakteristik -j-^ 1 ein isomorpher Zug der Charakteristik + 1, 

2b) oder es treten auch vier- und fünfkantige ebene 
Züge auf. 

Indem man in dem Falle 2 a) einen Zug 

/". \\---/yv\ 



durch den anderen 



VV-VV' 



in dem Falle 2 b) einen vier- bzw. fünfkantigen ebenen Zug 
durch die fünfte und sechste bzw. die sechste Seite des zu- 
gehörigen Sechseckes {_ccyQ ersetzt, gelangt man zu einem dem 
Polygone P(0, 2m) benachbarten Polygone P(0, 2%), 

(ffii = m — 1 oder m^ = m ~ 2) 
welches entweder, einem Falle 1) entsprechend, ein Normal- 
polygon, oder, einem Falle 2) entsprechend, einer 
Reduktion fähig ist. 
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Man kann diese Überlegung an jedem neu resultierenden 
Polygone wiederliolen, und wird daher nach genügend häufiger 
(höchstens (m — 3)-ma]iger) Reduktion 

1) entweder ein dem Polygone P(0, 2»») benachbartea 
Normalpolygon P(0, 2«^^) erhalten, 

2) oder man wird zu einem Polygone P(0, 2»»r) "nit einem 
mindestens sechskantigen ebenen Zuge gelangen, d. h. es gilt 
der Satz: 

Tbeorem 15. Ein höchstens fiinfkantige ebene Züge ent- 
haltendes Kantenpolygon P(c, 2 m) der Charakteriaüh c = ist 
äann und nur dann Elementar^lygon, wenn in einei- Reihe von 
(* < »> — 3 ihm henaehbarten Polygonen 

P(0, 2%), P(0, 2ma), . . ., P(0, 2m;), 
in welcher jedes folgende swei oder vier Kanten weniger als das 
vorhergehende sfMt, das letzte Poh/gon ein Normalpolygon darstellt. 

Auch die sieh hieran knüpfende weitere Frage nach einer 
allgemeinen Methode, ein beliebiges Normalpolygon P{0, 2») 
auf eine Grundform Pnip^ 2%), £ = 1, 3, zu reducieren, ist 
leicht zu beantworten. 

Es werde, die Yorsteüungen zu fixieren, einem aus einer 
beliebigen Kante beginnenden ümkufe des Normalpolygones 
P(0, 2n) entsprechend das A''* Paar aufeinander folgender drei- 
kantiger ebener Züge der Charakteristiken -^ 1 und — 1 
durch Z+i und Z-i , die zwischen diesen und den nächst- 
folgenden Zügen Z—t und ZS^t^^ verlaufenden ß/- und 6/.-kan- 
tigen Zöge durch Z^^^ und Zj^ bezeichnet, 
P(0, 2 «) = 2_Vx +Z„, + ZU +Zs. + ZU +'Z.a, +Zlr + Z*, +- 

...H-2?:i + z., + ^n + z,,, 

ai, , h = 0, 1, 3, 5, ■ ■ • . 
Alsdann denke man sich unter der allgemeineren Annahme 
«1^1 an den Zug 

Z-i + z,, 



weise seit enden Sechsecken <^a\ bestehenden Streifen an- 
gesetzt und fasse das durch diesen von P(0, 2m) getrennte 
Polygon P(0, 2k) auf. Dasselbe wird statt des Zuges 



y Google 



142 Dritter Abeohiiitt. 

^■+1 + Z„, + ZI, + Z., + Z'U + 2., + Z'U 
den anderen enthalten 

z;, + z,,^, + ZI, + z,, + 2;. + z..+ä + ZI,. 

Man kann daher den vorbeschriebenen Übei'gang an diesem 
und jedem neu resultierenden Wachbarpolygone wiederholen, 
bis man nach "t"' -maliger Wiederholnug zu dem Polygone 
gelangt 

p(o, 2«) = z+, + ZU + z,, + z:,., + z,+„,+., + ZI, + . . , 
■ ■ - + ;i$l + z„„ + zi',' + z,, . 

Aus diesem Polygone laiJn man aber durch Ansetzmig eioea 
ans 2 + - - ^ — Sechsecken <(k>6 gebildeten Streifens an die 
positive Seite des Zuges 

z+, + z,+..+., 

und durch ' - malige Wiederholung dieser Operation zu 

einem Normalpolygone der Form tibergehen 

F(0, 2«) =Z4.i+Zli + Z+, +Zi+.,+„,+Z1i+Zh..h-., + ^+i 

+ z„, + ■ ■ ■ -I- 41 + z«. + -2-1 + z,,, . 

Ersetzt man aber weiter den mittleren der drei Züge 
Z+i, ZU, Z/' 

durch den freien Rand eines an ihn grenzenden Sechseckes 
^«^u , so resultiert ein Normalpotygon 

y(o, 2») = z;, + z,^^,+., + ;?,"+ 2,+.,+,, + z+, +z., + . . . 

■■■ + z+3 + Z!., + z-l + z,+.,„ 

welches bei gleicher Kanten zahl mit dem ursprünglichen 
Polygone nur noch v — \ Paare aufeinander folgender drei- 
kantiger ebener Züge der Charakteristiken + 1 und — 1 ent- 
hält. — Hieraus und aus dem Eildungsgesetz des Polygones 
P(0, 2w) ergiebt sich aber der Satz: 
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15 a. Jedes Normalpolygon der Form 

P(p, 2..) = Z+, + Z.. + Zli + Z,, H 

■ . . + Z,<'> + Z„, + Xil! + Z,,,. 
ist lenmldiart eimm Polygone 

P,(0, 2i.) = Z,w + Z. + Z3 + Z,,, 

»_3(.,~l)+2"" » - SC" - 1) +^ '»• 

Durch die bisherigen ÄusführuHgeu erfährt die Aufgabe, 
die etwaigen Elemeiitarpolygone eines gegebenen allgemeinen 
Polyeders zu bestimmen, eine einfache und vollständige Er- 
ledigung. 

So findet man für das Tetraeder Ä^ ^ 'C<^i)s i ^"^a^B ' ^''sX» 
^^i}s ^^^^ Elementarpolygone des Typus ^3(0, 8), nämlich 
die in § 16 angegebenen Normalpolygone: 

j Kt , K, I , I Ki , ßi j , i «; , «m I , | K, , K,- | , | R, , «i ' , 

k„«™|, l«.,«,-!- i«.,«™|. 

Für das durch die Beziehungen 

<«.Vt«''.>., <«,>.>-i««s>.. <«.>.>r««.>. 

bestimmte Tetragonhexaeder ergeben sich: 

1) Vier Elementarpolygone des Typus Pi(0, 6), nämlich 

\a;,at'l, |«,',«i|, |«/;,a;'|, | «f , Kj , , [ K;, «(,• | , | ßi', «; ] ; 

2) sechs Elementarpolygone des Typus Pg(0, 8), nämlich 

I K;, ßi 1, I ßf, K; |, | «j, ßj' | , [ ßs, «I' | , [«>,«;'!, | ßj' , ßj' ' , 

[«*', ß,-'!, |ßi-, ß;|, 
wo allgemein durch ^«tX» ^"^^'X ^wei Gegenflächen be- 
zeichnet sind. 

Um die Elementarpolygone eines Pentagondodekaeders zn 
ermitteln, werde "dasselbe definiert durch die Bestimmungen: 

<«.>,h<«.X,<«.X, <«,>=. <«,>,, «>'.; 

<«,X I : <%>5, <«.>5, <«..>5, <«.,>.. <«,.>.„ 
<«i>6>T< :<«.>.. <«•>., <«,.>>, <«„>., <"!.>.; 
<«,>.>-<:<«,X,<»,X, <«.>., <".>., <«•>>, 
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WO zwischen den Indiees x, x' zweier Gegenfliiclien die Be- 
ziehung statthat, 

a: — a;' = + 6 , 
und wo die Flächenfolge 

<%X,<«=>.. <«^., <«5>5, <«.>. 
einem in positivem Steine ausgeführten ümiauf von (a^r, ent- 
spricht. 

Ein beliebiges Kantenpolygon P wird die Oberfläche dieses 
12- flachs -4i8 in zwei Bestandteile Sy, i% scheiden, von denen 
der erste m^ = 1, 2, 3, 4, 5, 6, der zweite m^ = 11, 10, 9, 8, 7, 6 
Grenzflächen <a>5 enthalten kann. 

Die Polygone der ersten Art sind mit den zwölf Poly- 
gonen <(x>5 identisch. Sie sind daher sämtlich isomorph, und 
ihre gemeinsame Charakteristik ist + 5. 

Die Polygone der zweiten Art sind durch die den Kanten 
I «i, «j, I des 12-flachs entsprechenden 30 Paare von Seiten- 
flächen ^KiXi ^'^''/'^ gegeben. Auch sie sind untereinander 
isomorph, und ihre gemeinsame Charakteristik ist -\- 4. 

Die Polygone der dritten Art sind bestimmt: 

a) durch 20 Flächen der Form 

«, = <«,>,<«,>,<«,>; 

b) (Im-cli 5 ■ 12 Flächen der Form 

S, = <«,>, <«,>,<«.>. 
Ihre Charakteristiken sind resp. : 

a) C(P(SO) = + 1 + 1 + 1 = 3; 

b) C{P{SJi == + 2-1 + 2^3. 
Die Polygone der vierten Art sind bestimmt 

a) durch — ^ — Flächen der Form 

S,s<»,>, <»,>,<«.>,<«.>■ 

b) durch 5 . 12 Flächen der Form 

s, = <«.>,<«,>, <«=>,<«.>; 

c) durch 2 . 30 Flächen der Form 

s, = <«.>,<s>,<«4>, <«.!>; 
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d) durch 2 . 30 Pläehen der Form 

^,-<«,>,<«,>,<K,>,<«iO>- 

Ibre Charakteristiken aind resp.: 
i.) C(P(S,))- + l + l-2, 
Vi C{F{S,j) - + 2-1 + 1 + 1-1=2, 

c) OiP^S,)} — + 2 — 2 + 2=. 2, 

d) C(P(S,)) — + 2—1 + 2-1— 2. 
Die Polygone der fünften Art sind bestimmt: 

a) durcli 5 . 12 Flächen der Form 

S, = <«,>, <»,>,<».>, <«,>,<«,>, 

b) dureli 2 . 30 Pläoben der Form 

S,^<«,>, <»,>,<»,>,<»,>, <»„>; 

c) durch 2 . 5 . 12 Fiächen der Form 

«, = <«,>, <%>,<«.>,<»,>,<".>. 

d) durch 3 . 20 Flächen der Form 

S,3ä<.,>,<o,>, <»,>,<.,>,<«„>, 

e) durch 5 . 12 Flächen der Form 

S,s<.,>, <»,>,<«„>, <«.>,<«.>, 

f) durch 2 . 6 . 12 Flächen der Form 

«, = <«,>,<«,>,<"»>, <''<>,<«i.>. 
Denselben entsprechen die Charakteristiken: 

a) (7(P(S,)) = +1~1 + 1=1; 

b) C{P(S,)) = -1 + 2—1 + 1 = 1; 

c) G{P{S,)) = + 2-1 + 1 + 1-2 = 1; 

d) C{P(Si)) ==-2 + 2-1 + 1 — 1 + 2=1; 

e) C(P(fif,)) = + 2-1 — 1 + 2-1 = 1; 

f) C(P(SO) = + 2—1 + 2-2=1. 

Da hiernach eine Fläche, welche sieh aus m^ ^ 5 bezw. 
aus 12 — m^ ^ 7 Grenzflächen <«> zusamnjensetzt, Ton einem 
Polygone der Charakteristik 6 — m^ berandet wird, müsaen 
alle etwaigen Elementarpolygone des 12-flachs unter den- 
jenigen Kantenpolygonen enthalten sein, welche seine Ober- 

Eberbaiil, MnrplMlogie aer Polyeder. 10 
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fläche äü zwei je sechs Grenzflächen <«> umfassende Bestand- 
teile S,, Sg trennen. 

Nun findet man die letztbezei ebneten, das 12-flach Au in 
gewissem Sinne h'älftenden Polygone in systematischer Folge 
durch nachstehende Überlegung. 

Offenbar mufs der Bestandteil S, als einfach berandete 
Fläche aufser einer Fläche <«;,> noch mindestens eine Seiten- 
fläche (^cc^y derselben enthalten. Im übrigen wird er entweder 
kein, oder ein, oder zwei, oder drei Paare von Gegenfiächen 
aufweisen. 

I. Bestandteile S^ ohne Gegenflächen, 

1) Besitzt Äj nur die eine Seitenfläche ■(%) von <^(e,)>, 
so ist 

S,E5<«,>, <»,>, <»,>, <«„>, <«.,>, <«,>>. 

Es besteht dann S, aus den drei in einer Ecke zusammen- 
atofaenden Flächen <^a^y , (^aj,,) , "(«jj) und ■ denjenigen drei 
Flächen <^ct^y, <^ßsX K^ii)) welche resp. durch deren der Ecke 
gegenüberliegende Seiten gehen. — Das zu S^ gehörige Rand- 
polygon 



hat die Charakteristik 

C(P(S,)) = + 2 — 2-f2-2-f-2-2 = 0. 
Dasselbe ist einem Elementarpolygone der Grundform Pi(0, 12) 
benachbart, zu dem man gelangt, wenn man an P drei Sechs- 
ecke -(a^e*), <^ß7)e, K'^s}e ansetzt. — Im Ganzen existieren 
auf Ali zehn solche Elementarpolygone. 

2) Enthält S^ aufser f^a^)) noch eine zweite Seitenfläche 
von («1^; so sind zwei Fälle zu unterscheiden. 



*) Diese Aas drucke weise soll beaagea, daJs das anzusetzende Seehe- 
eult <^ff,\ mit P denselben Kantenzug wie das gleichnamige Fünfeck <^Kj.^s 
gemein hat. 
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a) Uniei* der Annahme, dafs diese Fiäülie auch Seiten- 
fliiche von <[a^y ist, bestimmt sich 

S.s<«,>, <«,>, <«,>, <«„>, <»„>, <«„>. 

Es besteht also iS", aus den drei in einer Ecke ziisammen- 
stofsenden Flächen ^ff^), ■(«ä), <aii> und deren nach den 
Kanten der Ecke genommenen drei Seh eitel flächen <(ttjg)>, <^Ki^, 
-(e,^. — Das zugehörige Eandpolygon 

p = |»„,»,|, !».,,. ,1, 1«„,»,|, 1»,„»,|, |»„,«.|, 

[«„ «.I, 1«,, «.I, I«., «sl, 1«., «.I, 1"., ".I, 

1«,.,«.!, I«,., «.j 

hat die Charakteristik 

C(P(S,)) = - 1 + 1 - 1. + 1 - 1 + 1 = 0. 
Es ist einem Elementarpolygone der Grundform Pa(0, 12) be- 
nachbart, das man erhält, indem man au F die Sechsscke '(a^yg, 
<(ßg)>5 ansetzt. — Im Ganzen besitzt das 12-flach zehn solche 
Elementarpolygone. 

b) In dem Falle, dafs die <^k,> seitende Fläche nicht auch 
Seitenfläche von "(ix^y, also etwa mit '(a^y identisch ist, hat mau 

S, =<«,>, <»,>, <«.>, <s>, <»„>, <«„>. 

Da hier S^ keine einfach zusammenhängende Fläche darstellt, 
vielmehr aus zwei getrennten Stücken besteht, ist dieser Fall 
belanglos. 

3) Enthält S^ drei Seitenflächen von ■(«j), so sind dieselben 

a) entweder drei aufeinander folgende Flächen, wie "(«a^, 

b) oder drei nicht aufeinander folgende Flächen, wie <Kj>, 

<«,>, <««>■ 

Im ersten Falle ist 

s. ^ <«,>, <«,>, <«.>, <«.>, <«„>, <«,.>■ 
Es besteht dann Si ans einer Fläche <^a^y und deren fünf 
Seitenflächen. Das zugehörige Bandpolygon 
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ist ein Elementarpoljgon der Grani^form Pi(0, 10). — Im Ganzen 
sind sechs solche Elemeatarpolygone auf Ai^ vorhanden. 

Dem zweiten Falle entsprechend ergiebt sieh 
S,s<«,>, <«,>,<»,>,<»,>,<«„>, <»„> 
als eine Fläche, welche mit der unter 1, 1 erhaltenen überein- 
stimmt. 

4} Enthält S^ vier Seitenflächen von <k,>, so resultiert 
die Flächenform 

S,s<«,>, <«,>, <«.>, <«.>, <«>>, <«„>, 
ein Fall, der bereits unter I, 2 behandelt worden. 

5) Ebenso ist die Annahme, dafs zu S^ alle fünf Seiten- 
flächen von «(kj^ gehören, schon durch I, 3 a erledigt. 

II. Bestandteile mit einem Paar Gegenflächen <(«j) , <^K^y^ 

1) Enthält S^ aufser <^a2> noch eine zweite Seitenfläche 
von -(«i^, so kann dieselbe entweder, wie '(Kg), auch <^ec.^y 
Seiten, oder, wie 'CcCi'}, von '^a^y getrennt liegen. 



Im ersten Falle hat man abermals 


zwei 


Mö. 


'lichkeiten in 


tr Zusammensetzungsart 


von Si 


, nämlieh: 








.) s, = <«.>,<«,>, 


<«,>, 


<«,>, 


<«io> 


1 <« 


ii>> 




b) S,s<«,>, <»,>, 


<«.>, 


<«,>, 


<«io> 


- (a 


,.>• 




Unter a) hat das Eandpolyj 


Ton 










s|«„. »„1, i»., «J 


> Kl! 


«4I, 


1«,, 


«s 


[ , 1 «1 ; 


, «.1, 


1«,, «. 1, i«„, «.1 


, [«.0 


, «li. 


«., 


«s 


, l«7; 


'«8 1 



die Charakteristik 

C(-P(Si)) = + 1-1-1-1-1 = 0. 
Dasselbe ist einem Elementarpolygone der Grundform ^9(0, 12) 
benachbart, welches von ihm durch die beiden Sechsecke "(axaX, 
(.'"i^e getrennt ist. — Im Ganzen giebt es auf Ä^ 30 
solche Elementarpolygone P. 

Unter h) stellt S, eine zweifach berandete Fläche dar, 
kommt also nicht weiter in Betracht.' 

Sieht man im zweiten Falle von einer der letzten 
analogen Zusammensetzungsart der Fläche S[ ab, so be-, 
stimmt sieh 
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S.EH<«,>, <«■>,<«.>,<«,>,<«.>, <«„>. 
Das hierzu gehörige Bandpolygon 

P EE I a^^ , «g j , I «5 , f*s I j I ''i j *3 1 1 l'^i) ('s \, \ ^i, ''la 1 1 
«., «. I, !«.. «i I, 1«,,«. I. I«,, «. !, >., «. I, 

)«„ .„[, l«.,,»,,!, |»„«„|, |«s,.,J, !«„ », I, 

! "9 ) % I I I "S 1 % I > I '<^J ! "^8 I 1 ! "7 1 '^IS I I I ^11 1 <fl2 1 

hat die Charakteristik 

(7(P(Si)) = — 2 + 2 — 2 + 2 = 0. 
Dasselbe ist einem Normalpolygone der Grundform Pg(0, 16) 
benachbart. Man findet letzteres dadurch, dafs man an P zu- 
erst die Sechsecke <asX? ^"^loXi ^^'"^^ '^'^ Fläche <ai3>a und 
schliefslich an den durch die Flächen <(e!^\, Kßi^ey K^iy« be- 
stimmten Kantenzug drei weitere Sechsecke ansetzt. — Die 
Anzahl dieser Elementarpolygone P von A^ ist 30. 

3) Euthält S^ drei SeitenfiäeheD von <«,>, so sind die- 
selben 

a) entweder aufeinander folgende Flächen, wie <«a), 

b) oder nicht aufeinander folgende Flächen, wie <^ßs)>, 

<«,>, <%>■ 

Im ersten Falle fällt Sy unter die Form 

JJ,ES<«,>, <»,>, <«.>, <V, <%,>, <«,>• 
Das zugehörige ßandpolygon 

P=(ai, ßg ], iffa, «b|, l^a, «^ ] , j «u , ß^o I - l«7, ''lo ! . 
[ßj, «a |j |«7. «sl. I«7. «isIj I«io «lal- l«3- "isl, 

hat die Charakteristik 

dPiS,)) = -1 + 2-2+1^0. 

Es ist einem Elementarpolygone der örundform P3(0, 12} 
benachbart, welches hervorgeht, wenn man an P das Sechseck 
K-^ii^e zusetzt. — Im Ganzen besitzt Ä-^^ 2,5.6 solche Ele- 
mentarpolygone P. 
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Im zweiten Falle hat Sx die Form 

«. = <■.,>,<«,>, <«,>,<«.>,<«,>,<«,.>■ 

Das zugehörige Randpolygon 



, ". i, 



I«., «.1. 

hat die Charakteristik 

C(PCSi)) = + 2 — 2 + 1- 1 + 2-2 = 0, 
Es ist einem Normalpolygone der Grundform P3(0, 14) benach- 
hart, zu dem man durch die Ansetzung der Sechsecke <Kii>g, 
'\^e)s gelangt. — Im Ganzen kommen auf Ä^^ 2.5.6 solche 
Elementarpoiygone F vor. 

4) Der Fall, dafs S^ vier Seitenflächen von •(cc,'} enthält, 
ist bedeutungslos, da alsdann Si aus zwei getrennten Teilen- 
besteht. 

III. Bestandteile S^ mit zwei Paaren Gegenflächen <K|>, 

1) Enthält Si aufser ■(a^') noch eine zweite Seitenfläche 
von ^Kj)>, so kann dieselbe zu <^K)>g 

a) entweder, wie die Fläche ^a^), benachbart, 

b) oder, wie die Fläche <ßi>, getrennt liegen. 

Unter der Annahme a) hat man für die Zusammensetzungs- 
weise von Sj drei Möglichkeiten, nämlich: 
a.) S, FT. <.,> , <«,> , <«,> , <«,> , <«,> , <»„> , 

a.) S, = <«.>, <.,>, <».>, <-,>, <»,>, <»„>, 

a,) S. = <«,> , <»,> , <«,> , <»,> , <»3> , <««> . 

Ea) Das Eandpolygon der Fläche Sf 

p=i»,,., I, I«,, o, I, !«„,«.!, i«„, «, i, «,, ». i, 
I«,,«,!, 1«„ »«!, I«8, «.I. 1«., «„1, I«,, «„l, 
l«,,«„l, !«,.,«,.!, I«,, «„I. I«., «„I, l".,-«„i, 
I«,,.. j, I«,, ».I, u,, ». 

Lat die Charakteristik 

0{P(S;j) — — 1 - 1 + 2 - 2 + 1 + 1 — 0. 
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Demselben ist ein Elementarpolygoii der Gfruadform P3(0, 14) 
benachbart, das entsteht, wenn mau an P drei Sechsecke <(«eX, 
'\Cs}s! (.'^h\ ansetzt. — Im GEmzen sind auf ^^^ 2.5.6 Ele- 
mentarpolygone dea Typus P vorhanden. 

ai,) Die Flache S^ hat das Randpolygon 

P=U,, «. I, U,, «,.|, |.i„ «„I, k,, »„1, )«„ «. I, 



und dieses hat die Charakteristik 

C(F(S,)) =,-1 + 2-2 + 1=0. 

Setzt man an P zuerst ein Sechseck <aig>g , dann ein Sechseck 
'C'^iX , schiiefsiich nach derselben Seite an die drei aufeinander- 
folgenden freien Kanten der Flächen <(«8>, <^«i2^, K,(fi)> ein 
drittes Sechseck an, so erhält man ein P benachbartes Ele- 
mentarpolygon der Grundform Pj(0, 14), — Es giebt auf J.,g 
im Ganzen 2.5.6 solche Elementarpolygone P. 
ao) Mau findet das Randpolygon 



mit der Charakteristik 

C{P(S,)) = + 1-2 + 1 + 1 — 2 + 1=0. 
Dasselbe ist einem Elementarpolygone der Grundform Pi(0, 12) 
benachbart, und zwar geht letzteres ans P durch die Ausetznng 
zweier Sechsecke <%)e, <ia^^ hervor. — Die Anzahl dieser 
Blemenlarpolygone P von Äi^ beträgt 30. 

Unter der Annahme b) ergeben sich die drei möglichen 
Fläehenformeu : 

b.) S, = <«,> , <«,> , <«^ ,<<.,>, <«,> , <«,> , 

W) S. = <«,>, <»,>, <»^, <«,>, <«,>, <«„>, 

b.) S, = <«,> , <«,> , <«^ , <«,> , <«,> , <»„>, 
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von denen bu und bc mit resp. a» und ai, überemstimmeü, 
während bb eine doppelt berandete Fläche darstellt. 

2) Besitzt jS^ auCser <«ä> nocb zwei Seitenflächen von <(a,y, 
so kommen, da durch 

«. = <«.>, <«,>, <«,>, <»,>, <«,>, <«,> 

eine zweiteilige Fläche dargestellt wird, nur die Piachentypen 
in Betracht, 

a) S, s<«,>, <%>, <»3>, <».>, <«,>, <«,>, 

b) S, s <«,> , <»,> , <»,> , <«,> ,<»,>, <»,> , 

C) S, = <«,>, <«,>, <«.>, <«5>, <«,>, <«<>■ 

Hiervon stimmen aber die Formen (a) und (b) offenbar mit 
resp. den früheren Formen (an) und (aa) Uberein, und wenn 
man im Falle (e) statt der Fläche S^ den anderen Teil S/ 
der Oberfläche von J^^ auffafst, 

s,' = <«,> ,<«„>,<«„>,<«„>,<«,>, <«.> , 

erkennt man auch diesen als schon im Falle (0,^) enthalten. 

IV. Soll der Bestandteil S^ drei Paar Gegenflächen ent- 
halten, so mufs er unter eine der beiden Formen fallen: 

1) S, s <«,> , <»,> ,<«,>, <c^> , <»,> , <«.> , 

2) S, äS <«,>,<»,> , <«.> , <«,> , <«.> , <»„> . 

Im ersten Falle wird aber S^ durch eine zweiteilige, im zweiten 
durch eine doppelt berandete Fläche dargestellt. 

Alles zusammenfassend kann man nunmehr das Resultat 
aussprechen : 

Die Slementarpolygone eines Pmtagonäodehaeäers werden 
äwch di^enigm Kantenpoh/gone besiimmt, welche seine Oherfläcke 
in zwei je sechs Gremsechsecke enthaltende Stücke spalten. Sie 
verteilen sich auf neun aUomorphe Typen mit msammett U96 Ver- 
tretern. 

Der Beweis des ersten Teiles dieses Satzes kann mittelst 
eines in § 21 gegebenen allgemeineren Theoremes wesentlich 
vereinfacht werden. 
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§ 20. Der erweiterte Charakter istikenliegrifE. 

Die noch auszuführetide Uutersucliung der Elemeiitaruetze 
maeht es erforderlich, auch solche Kantenpolygone P in den 
Kreis der Betrachtung zu ziehen, welche mehr als fünfkantige 
ebene Züge enthalten, und demgemafs den Begriff der Charakte- 
ristik auf diese Polygone auszudehnen. 

Wenn auf der Oberfläche S eines Polyeders Ä^ als Be- 
randung eines Bestandteiles S',, ein Polygon Pg gegeben ist, 
weiches mit «/, Randflächen von S^ und mit 5» Randflächen 
des Supplementes S — S,, je A aufeinander folgende Kanten 
gemein hat, so wird die auf *?,, bezogene Charakteristik des 
Polygones P^ bestimmt durch die Gleichung: 

C(Po) = (a5+2«i + 3%+4a6 + -)— (fe3+26,+ 3b5+4&^+-}. 

Da das positive Glied der rechten Seite die Randkanten der 
vorgeschobenen, das negative Glied die der zurücktretenden 
Randflächen von S„ zählt, kann die Charakteristik C(F{8^)) 
auch durch den tfberscJmfs der Anzahl der Kanten erster Art 
über die Zahl der sweiter Art definiert werden. 

In diesem Sinne ergiebt sieh die Charakteristik eines m- 
seitigen ebenen Polygones gleich +m, je nachdem dessen Fläche 
als eingeschlossen oder als ausgeschlossen angesehen wird. 

Wie schon § 13 bemerkt worden, bestimmt jedes Polygon 
P{c, rfb) unzweideutig ein sogenanntes reduciertes Polygon 
P(0, 2ji), welches entsteht, wenn man in jedem drei- oder 
mehrkantigen ebenen Zuge von P(c, m) die zwischen der ersten 
und letzten gelegenen Kanten wegläfst, jene beiden aber bis 
zu ihrem gemeinsamen Durchschnitt verlängert, 
P(0, 2^) =fti, \, . . ., hf,-i, h/,- 

Das Polygon P{c, m) erscheint dann naturgemäfs durch 
folgende charakteristische Merkmale definiert: 

1) durch die Anzahl 2j( der Kanten des rodueierten Po- 
lygones, 

2fi = 2 [|], 2[|] -2, ..., 6, 4; 

2) durch den Überscbufs c der Anzahl Jj aller Kanten 
der Ebenen 
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über die Anzahl % aller Kanten der Ebenen 
%, h}, ih, ^5], ■■■, [hl., feil, 
c = m — 2(t, m — 2fi — 1, ..., 1, 0; 

3) durch Anzahl und Formen der aus den Kanten eines 
jeden Systemes gebildeben Züge, 

&j = «3 + 2a^ + 3% H , ö, = ig + 2ft^ + 3&S 4 ; 

4) durch die Art der Verteilung der einzelnen Züge auf 
die Flächen beider Systeme. Gemäfs dieser Auffassung er- 
geben sieb, wenn die Anzahl derjenigen m-kantigen Polygone, 
welche die Charakteristik c haben, mit ip(m,c), die aller aber 
mit (p(m) bezeichnet wird, in den einfachsten Fällen die An- 
zahlen: 

1. 9>(4) = 9(4, 0) = 1 ; 2. ^(5) = <p(p, 1) = 1 ; 

3. ,p(G) = 9(6, 0) + 9)(6, 2) = 2 -H 2 = 4; 

4. y(7) = ^(7, 1) + Q)(7, 3) = 3 -j- 2 = 5 ; 

5. cp(S) = <p(ß,0)-\-q>(,8,2)-\-<p(8,i} = (J +4 + 3=13; 

6. 9)(9) = 9,(9, 1) + 9)(9, 3) + 9(9, ö) = 9 + 6 + 3 = 18. 
Überhaupt gilt zufolge der Gleichungen 

«, + &j + 2^ = m und h^ — % = c; 

Polygone mit geradem hezw. ungerader Kantmmhl haben stets 
eine gerade hemo. ttngeraäe Charalderistik, und umgekehrt. 

Mit der obigen Definition erweitert sich das wichtige 
Theorem 11 des § 18 zu dem Satze: 

Theorem 16. Wemi zwei heliebige vollkommen getrennt oder 
teilweise susammenfallmd verlaufende Polygone P und Q einen 
nur Sechsechc enihalienden Gürtel O^ß} oder einen hesw. meiere 
entsprechende Streifen legrmnen, so swa/r, dafs sie auch in den 
Jetstm-en Fällen rüeksichtUch der eingeschlossenen Sechsecke als 
mittelbar benachbart erscheinen, dann Mnnen ihre Charakteristiken 
0(P) und 0(Q) sieh nw in den Vorseicken miterscheidert. 

Der Beweis dieses Satzes ist demjenigen des Theoremes 11 
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durchaus analog und kann deshalb als bereits gegeben an- 
gesehen werden. 

Wie für ein beliebiges Kantenpolygon P, so wird auch 
für jeden Zug Z eines solchen der Begriff der Charakteristik 
eingeführt; 

C{_Z) = («,' + 2«; + 3«; + 4a; + ■ ■ ■) 
- (6/ + 2&; + 3V + 4V H ). 

Endlicb soll in jedem zweiendigen Zuge Z einer als Teil- 
punkt tfl aufgefaTsten Ecke der Punktcharakter zukommen: 
C(t„} = G{Z) - C{Z^ - C {Z^) , 

mit 2, und Z2 die durch 1^ bestimmten zwei Teile von Z 
bezeichnet. 

Wenn dann auf einem geschlossenen Polygone P irgend 
m Ecken 

tj, t^, ..., t„,-x, U 

nach einander als Teilpimkte eingeführt werden, so Jiai die 
Summe ihrer durch die Reihenfolge mitbestimmten Cha/rakterisWkm 

Oft) + cft) + ■ ■ ■ + C(t._,) + C(U 

eineil von der angesehen Folge unabhängigen Wert, nämlich: 

C{P) — 0(Z,) — C(Z^) C(Z^) , 

wo aligemein ein Zug Zi durch zwei bei einem Umlauf um P 
aufeinander folgende Teilpunkte h und t; begrenzt wird. 

Es gelten nämlich, da die Charakteristiken der ersten 
m — 1 Teilpunkte von der Wahl des m'"" unabhängig sind, 
unter der Annahme, dafs die behauptete Relation für weniger 
als m Teilpunkte bewiesen sei, die Beziehungen; 

i)C(to+c(y-i-..-i-c(t._i)+C(^,)-f-c(^3)+..-hG(z;„-i)=C(P), 

2) C(Q = CiZ'm^i) — C(X-i) - C(-Z,„) , 

wo die Ecke tm den von tm_i und t^ begrenzten Zug i/^—i in 

die Züge Z^—i und Z^ teilt. 

Die Addition der beiden Gleichungen ergieht aber: 



3) ^C^l,)+^C(Zd-C(F). 
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Die aufgestellte BebauptKng gut also ganz allgi 
wenn sie sich für ein Polygon mit einer Teilecke bestätigt. 

Indem man aber die Charakteristik eines solchen Poly- 
gones durch die Charakteristiken aeiner ebenen Kantenzüge 
ausdrückt und zugleich berücksichtigt, dafa eine Ecke tj stets 
nur einen dieser Züge teilt, kann man in der betreffenden 
Darstellung 

C(P) - C(Z,) + C(Z,) + ■■■ + C{2,) 
die Charakteristik des von ti geteilten ebenen Zuges Z, er- 
setzen durch 

C(k) + OiZ,')+Cizn, 
und findet so die zu erhärtende Gleichung 
0{t,) + 0(Z)-0(P), 
unter Z den aus P durch die' Teilecte tj erzeugten zwei- 
endigen Zug verstanden. 

§ 21, Allgemeine und elementare Netze. 
Um die allgemeinsten Elementar er Weiterungen eines ge- 
gebenen Polyeders A^ zu studieren, denke man sich auf dessen 
Oberfläche S irgend ein Elementarnetz gezogen: 

in welchem jedes Polygon bezw, jedes Polygonen System Ei 
die vollständige Berandung eines einteihgen Flaehenstückea Si 
bildet. Da, faila Ei aus (>,■ getrennten Polygonen Ffl bestände, 
auch p( von einander unabhängige Elementarer Weiterungen 
auszuführen wären, kann man die Untersuchung auf den Fall 
einteiliger Polygone Bi beschränken. Es begrenzt dann jedes 
Polygon Bi s^ Pj vollständig einen Flächenteil S,- und aufser- 
dem stückweise zwei oder mejirere Bestandteile Sk. Jeder zwei 
Flächen Si, St gemeinsame Kantenzug soll kurz eine Kante, 
jede drei Flächen St, Sk, Si gemeinsame Ecke aber eine Ecke 
des Netzes heifsen. 

Zwischen den Anzahlen m, m^ und m^ der Flächen, Kanten 
und Ecken eines so definierten Netzes besteht die J^MZer'sche 
Relation: 
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Denn da mit einer Kante (S^—i , S„) zugleich auch zwei Ecken 
(Sffl_g, iSm-ij 5m) und (Sm-3, Sm_i, jSm) ' ausschciden, und 
folglich nicht nur die beiden Flächen Sm—i, Sm sich zu einer 
Fläche S^i, sondern auch die beiden Kantenpaare {S„,-s, S«— i), 
(S^-2, S^) und (S™_s, S™_i), (6'^_3, S^) sich zu zwei Kanten 
(S^2, S'-^-t) und (S™_3, S'^-t) vereinigen, so ist die auf- 
gestellte Relation allgemein gültig, wenn sie für ein drei- 
teiliges Netz besteht. Für ein solches ist aber: 

m = 3 , M»i = 3 , W!a = 2 
und also 

m ^ JK; + J«g = 2. 
Aufser der ^w^er'schen gilt noch die zweite Relation: 

2«!, = 3^2- 
Aus beiden berechnet sich: 

»jj = 3 Mi — - 6 und m^ ^ 2m — 4. 
Unterscheidet man die einzelnen gemeinsamen Kantenzilge 
zweier Polygone Fi, Pk durch die Bezeichnungen 

p;,t, Fli, P-s, ..., 
die eine oder die zwei gemeinsamen Ecken dreier Polygone 

Fi, Pi, Pi 
aber durch 

qi,i,i und C\i^i,i> 
so gelten nach § 20 die Beziehungen: 

•) 1) c,{p,) -^ c,(Ps«i) +2 o,{Pi';>) +2 c.{J»,;i) + ■ ■ ■ 
c. W) -_2'. '^> WS) +2'^>(^SS) +2" '^"Wi) + ■ ■ ■ 

ri^ fc, Oj 



*) Durch den Indes % der Charakteristiken C eines Polygones P^. , 
seiner KantenKÜge Pf'l und seiner Teilpunkte g^ j , soll angedeutet 
werden, liafs P^ allemal als Randpolygon der eingeschlossenen Fläche 8^ 
aufzufassen ist. 
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wo die rechtssfceheaden Summationen über die Charakteristiken 
der Kanten und Ecken des Netzes auszuführen sind. 
Zufolge der Bezieliung 

giebt die Addition der m UleichuHgen 1): 

3) ^''.(.F.) -2'(2'(o(*.*-'.) + G«.„.,)))- 

Die Summe der Charakf^ristiken der Eclcen eines allgemeinen m- 
teiligen Netzes ist also unahJmngig von der Reihenfolge, in welcher 
dieselben eingeßhrt imrden , nämlich gleich der Simmie der 
Gharakteristikm der m Grundpoh/gone. 

Zur näheren Erläuterung dieses E,esiiltates betrachte man 
auf dem Heptaeder 

<«,>.■■ l <',\, <«.>5, <«,>., <«4X, <«,X, <«.>> 

ein dreiteiliges Netz, N^ mit den drei Bestandteilen 

s,s <«.>.,<».>., <«.>„<«>>.; S,=2<«,>„ S, = <»,>., <«.X- 

Mit Bezug auf die beiden Ecken des Netzes 

««.X , <«,>, , <«,>,) s ,, ; «»^„ <«,>, , <«,X = q, 
hat man: 

1) 0,(q,)-0, C,(q,)- + 2, C,(l,,)- + 1, 
C,fe)-0, 0,((,,)- + 2, C,(q,)-+:, 

mit Bezug auf die drei Bestandteile S,: 

2) C(P(S,))--3, C(P(S,)) = +5, C(P(S.))_ + 4. 
Also ergiebt sich entsprechend dem Satze: 



Als zweites Beispiel diene das demselben Heptaeder zu- 
lörige vierteilige Netz 
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ind elementate Neke. 


«„^ 


-<«.>., s,= 


K«,>., 


<«.>., 


Sa = <ß3>3, <ßi>ft, 




s 


s = <o, 


i>B, <«, 


,>•■ 


Die Clmrakteiistilieii d. 


er vier 


Ecken 


des Netzes 


{<«.X 


, <«.>. , <«i>b) 




««.>. 


,<«.>.,<«■>,) = <I,i 


««A, 


, <«.>„ «>,) 


^^•\,; 


««■X 


, <«.>5, <«.>5 = q. 


bestimmen sich durch; 








1) 


o.(q,)-2, 


CM 


— 0, 


C.(q,)-1, 




C.(q.)-2. 


CM 


= 0, 


C.W-1, 




C.(%)-2, 


C.(q.) 


= 0, 


C,(q,)-1, 




C,(c,.)-1, 


c.(q.) 


— 1, 


CM - 1. 



Die Charakteristiken der Randpol ygone P^ der vier Beatand- 
teile 8i ihrerseits sind: 

2) 0,(P„) = 6, C,{F,) = 2, C3(P,) = 2, (7„(Ps) = 2. 
Demnach resultiert 

3) _2'(G.(q') + C.M + CXt.)) -6.2 -2'G(Ä). 

Ea ist kein zufälliges Zusammentreffen, dafs der Ausdruck 
^^ Ci{Pi) in dem Falle des dreiteiligen Netzea den Wert 

2 • 3 • 1 , in dem Falle des vierteiligen den Wert 2.3-2 be- 
sitzt. Vielmehr gilt ganz allgemein: 

Theorem 17, IHe Summe der Oharakierisiiken der Sand- 
polygone Pf eines aus m einfach berandeten Flächen Si bestehen- 
den Netzes berechnet sich allemal äv/rch die Formel: 

Va(P) = 2-3-(m~2). 



ird vorausgesetzt, der Satz sei für Netze 
mit weniger als m Flächen 8i bereits als nchtig erkannt. 
ßeduciert man nun ein m-teiliges Netz 

durch Ausscheidung eines Kantenzuges ((9,„_i , 8m) üuf ein 
(m — l)-tejliges Netz 
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N„~, = s,, s,, ..., s„_, , s;._, , 

(S._, = S„_, + S,) 
so gelten die Relationen 

1) mit Bezug auf daa (m — l)-teilige Netz JV^— i; 

C,(P,) + 0,(P,)+-.+0^,(P,-,)+C',^.(P~-.)-2'3('«-3), 

2) mit Bezug auf das dreiteilige Netz 

~ a,-i(P;„-i) + (?^_i(P™-i) + a(-P™) = 2-3. 
Die Addition beider Gleichungen ergiebt 

3)C,CP,)+C,(ft)+-+C^,(P,_,)+C.(P.)-2.3.(»i-2). 
Der aufgestellte Satz ist somit allgemein gültig, wenn er 
für ein dreiteiliges Netz besteht. 
Ein solches sei gegeben durch 

Ns = S,, S^, S^ 
und habe die beiden Ecken 

qs««,),., <«,X, <«,>..), r = «/i,X, <feX, <U.>0, 
wo gleichindicierte Flächen <«,>a; «nd <;3(>s; demaelben Be- 
standteile Si angehören und zunächst als von einander ver- 
schieden vorausgesetzt werden. Ferner seien die den ßand- 
polygonen Pf der Flächen jS; paarweise gemeinsamen Züge 
bezeichnet durch resp. 

P1,S = P2,1, Ps,8 = P3,a; P8,l = Pl,8. 

Es kann die Ecke c( in den durch sie geteilten drei 
ebenen KantenzOgen 

(?,,<«!», (P„<«,», {P„<.-,» 

nur zwei wesentlich verschiedene La.gen haben: 

1) entweder teilt sie einen Zug, etwa (P^, '(ßi^), in mvei 
mindesiens sweikantige Züge, 

2) oder sie teilt mvet Züge, etwa (P^, <«!» und (P^, Kfi^^}, 
in je eine Kante und je einen zwei- oder mekrhantigm Zug. 

Aus der ersten Annahme folgt nämlich, dafs die Flächen 
'(«ä/'a, und -(«aXi ™i* dem Polygone P^ genau je eine Kante 
gemein haben, und hieraus, dafs eine von ihnen, etwa (^a^a,, 
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mindestens zwei benachbarte, die andere aber genau eine 
Kante des Zuges Ps,s enthält. GemäXs der Definition der 
Charakteristik einer Teilecke eines ebenen Kanten 3tige.s durch 
den Überscbufa der Charakteristik des Zuges über die Summe 
der Charakteristiken der Teilzüge findet man daher: 
C,(q)- + 2, C,(q)- + 1, C.(,)-0. 
Aus der zweiten möglichen Annahme, dafs die Flächen ^KjX, 
und '(«s^as mit den Zügen Pa,i und JPi^a resp. je eine Kante, 
mit deu anderen Pi,2 and p2,8 resp. je einen zwei- oder mehr- 
kantigen Zug gemein haben, ergiebt sich, dafs die Fläche 
(^tt^ya, genau eine Kante des Zuges Pa,3 und einen mindestens 
zweikantigen Zug von Ps,i euthiilt. Man findet demnach: 

öiCq)->c.(q)-c.((i) = + ). 

Ganz analog werden sich die der zweiten Ecke r des Netxea 
als einem Teilpunkte der drei Züge 

(P„<A», (P„<ft», (-P.Xft» 

zukommenden Charakteristiken bereclmen, so dafs bei ver- 
schiedenen Flächenlripeln 

<«,>,, <«>>.., <«.X '^i <ft>.,, <feX, <ftX 

allemal die Relation gilt: 



J;C,W-3_2'ö(t). 



Dieses Resultat bleibt auch noch in dem Falle zweier 
eoincidenten Flächen <a,X- und </3;>i; besteben, wenn nur c| 
und r durch mindestens zwei Kanten getrennt sind. Sind sie 
dagegen Ecken derselben Kante |«i, «2I, so hat man rück- 
sichtlich ihrer Lagen innerhalb der 2 ■ 3 Züge (P,-, <^a;)) und 
(Pj, <^/l,{>) die folgenden Möglichkeiten in Betracht zu ziehen: 

T. Entweder teilt die Ecke ^ den Zug [p '5!^?s in zwei 

Kanten und folglieh die Züge fp }a\\ ^"*^ fp' /ii\\ ^" J^ 
eine Kante und einen mindestens zweikantigen Zug, 

II. oder es teilt ^ den Zug in//\i i"^ ^'^^ Kante und 
einen mindestens zweikantigen Zug und folglich einen der 
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beiden Zöge )p }J\l> f-p'^a\l ^" zwei Kanten, den anderen 
in eine Kante und einen zwei- oder mehrkantigen Zug, 

in. oder es teilt ^ den Zug (p'^jli ^^ ^wei wenigstens 

Bweibantige Züge und demnach dieZüge ™^' , ', > und rp' yJ\\ 
in je zwei Kanten, 

in allen drei Fällen die durcli geteilten Züge ^ ^ ' ^J\i und 

fn'/J(i auf der einen Seite bis zu der Ecke gerechnet. 

Indem man der Reihe nach jede Lage von q mit jeder 
Lage von X kombiniert, und dabei c\ als erste, r als zweite 
Teilecke betrachtet, erhält man für die Charakteristiken Ci{q) 
und Ci(x) die Wertesysteme: 

c.W-0, CW-i, c,(q)- 



I, 

I. 

I. 


C,W-0, C,(t)-2, C,(r) = 2, 
0.(t)-l, C,W-1,2, C,(t)-2,1, 
0,(x)~2, C,(r)-1, C,(r)-1, 


II 


C,(H)-1, CM-0, C,(q)-1, 


II, 

II> 
11. 


C.(t) = 0, 0,(r)-2, C.(r) = 2, 
0.(c)-t, C,(t) = l,2, C,(t)-.2,I, 
C,(r)-2, C,(t)-1, ö,(t)_I, 



2'''.w+2''^'W- 



I II C,(il)- 2, Ci(q) — 0, C,(q ) — 0, 

III, C,{r) — 0, 0,(r)-.2, C,(r) — 2, 

in, 0,(r) — I, 0,(t) = l,2, G,(r)-.2,1, 

m, 0,(1) = 2, C,(i) — 1, 0,(1) = 1, 



_2'«(1)+2''^'W' 



y Google 



§ 21, Allgemeine und elementare Netze. 163 

Reduziert sich der Bestandteil iS, im Besoaderen auf das 
Dreieck <«iX' S'* ^^* "^^"i- 

1) - C,(q)-0. C.(i|)-1, C, W~1, 
0,(r) = 0, C,(t)~2, C,(t) — 2, 
C,{i) — 1, C,(r) — 2, C,(t) — 1; 

2) C.(n) -1, g.((|) = l, C.(q)-0, 



C,(r)-0, 


C,W-2, 
C,W-2, 


C,(t)-2, 
0,(1) - 1, 



_2'c,w+_2'c,(t)-6. 

Wenn endlich Sj und S.^ mit zwei Grenzöächeii -(«iX und 
^K^X eines Tetraeders identisch eind, findet man: 
OM-O, C,(q) = l, C,(,)_l, 
0,(t) — 0, C,(l) = 2, G,(t) = 2, 
und demnach wieder: 



2!'^'(f)+2'''''^-'''- 



Wie auch die beiden Ecken q und r des gegebenen drei- 
teiligen Netzes jV, zu einander liegen mögen, allemal gilt die 
Relation : 



^ciw +2 '''<■'''>• 



folj^lieh, wie behauptet, auch die andere: 

C,(f,) + C,{P,) + G,(P,) = 2 . 3. Q. e. d. 
Die hiermit ganz allgemein bewiesene Formel 



2'a(«-2-3-(»'-2) 



schliefst eine Reihe bemerkenswerter Spezialfälle in sieh. — 
Zunächst folgert man: 

Unter den m G^-unäpolygonen P,- eines m- teiligen Netzes 
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kÖHuen leine^faTIb miJir ah m — 1 hhntmtatpoli/ffone auftreten. 
Für ein dteiteihges Netz eigiebt sich hieiaus der Satz: 

Wenn ton den ätei &) midpolygonm nna. Netzes N^ zwei 
BUnumfaipolygme Sitid, so hat das dtitte notuendiQ die Chardkte- 
ristik + 6 

Um weitere Konsequenzen zu ziehen, nehme man an, es 
sei aut dem Polyedei A em {m -\- \) teiliges Netz gegeben 

von welchem die m Bestandteile 5^; {i=l,2, . . .) mit eben- 
soTieleH ebenen Grenzpolygonen {«,X,- identisch sind. Es be- 
steht dann die Beziehung: 

- CJA) -2 '^■«'">«) - 2 ■ 3 ^ (». - 1). 

Dieselbe besagt: 

Die Charakteristik c des Bandpolygones einer aus m ge- 
gebenen ebenen Polygonen ^a;^,,. msammmgesetsten polyedrischen 
Fläche ist von deren Zusamryiensd^mgsweise unabhängig und 
berechnet sich dwch 

, = V« -2 3 (Hi — IJ 

Spe/iellei folgt 

SeUt man aut m gegebenen ebenen Fluchen <a,>^; mit äm- 
sammen 6(m— 1) beiten, wie etua auö ziiei Btei , drei Vier- 
und aechs Fünfecken eine einfach herandete polyedttsche Fläche 
susammen, so hat daen Randpohjgon dlemal die Charakteristik 0. 

Das Theoiem (17) gestattet eine wesenthche Erweiternng. 
Hat man namlich irgend em Polyeder An , Welches 'aus ■% 
laolierten emfach ?usammenhangenden Bestandteilen 

S,, S^, ..., S,„ 
und aus einer durch deren m Randpolygone 
Pi, I\, ..., F,a 

begrenzten, nur Sechsecke enthaltenden Fläche Fm besteht, so 
kann man durch passende Vereinigung der Sechseefee mit den 
einzelnen Bestandteilen jS",- diese nach und nach zu gleich- 
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artigen Flächen jS/ ausdehnen, welche nicht nur gleichfalls 
einander au a schlief a en , sondern zugleich die geaamte Ober- 
fläche S des Polyeders A^ darstellen. Die diese erweiterten 
Flächen 8/ berandenden Polygone P/ bilden alsdann ein m- 
teiliges Netz Nm der Oberfläche 8, und ihre Charakteristiken 
genügen deshalb der Relation: 

i) c,-(p;) + o;(p;) + ■■■ + c^\p,') - 2 • s ■ (m - 2). 

Da aber ein jedes Polygon P/ gemärs seiner Entstehungsweise 
mit dem entsprechenden Polygone Pi einen nur Sechsecke 
enthaltenden Gürtel G<6> einschliefst, gelten nach Theorem 11 
die Beziehungen: 

2) c;(p;) = c,(p,), ..., a,:{p„:) = oja»)- 

Also folgt: 

3) C,(P.) + C,(P,) + ■ ■ ■ + G.{T.) - 2 . 3 - (» - 2) , 

und es resultiert der Satz: 

Theorem 18. Zwischen dm Charakteristiken der Eand- 

Pi, P,, ..., P™ 

einer m-faoh berandelen, mir aus Sedisecken ■(aj>a gusammen- 
gesetzten Fläche Fa, besteht allemal die Gleichung: 

C(Pi) + C(P^) + ■ ■ ■ + C{P^) = - 2 ■ 3 ■ (m - 2). 

Man kann diesen sowie den angewandten Hülfssatz auch 
direkt aus 17 ableiten, indem man die m' Grenzseebsecke der 
Fläche Fm als m' weitere Bestandteile 8m+h auffaCst. Dann 
gilt in Bezug auf das dadurch gebildete (ra + m')-iei\ige Netz; 

2J a(p.) +2; &+.««.+.>.) - 2 . 3 (» + «.'- 2) 

und wegen 

C^.««..+.>.)-6: 



Für die Charakteristiken der Randpolygone P^ und P^ eines 
nur Grenzsechsecke <(,a\ enthaltenden Gürtels folgt hieraus: 
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Nach den §§ 13 und 14 stellt allgemein eine aus GretiR- 
seehseckeo {_oi)g zusammengesetzte Fläche 

F^ = p,', p;, ..., P^' 

eine zu dem auf Ä, gegebenen Elementarnetze 

N,n = P„ P,, ..., P., 

gehörige Elementarfläche vor, wenn je zwei entsprechende 
Polygone P/ und Pt einander isomorph sind. Die auf der 
Fläche F„i der Kante P;,iE^Pi,i des Netzes Nm entsprechen- 
den isomorphen Kantenzöge seien dargestellt durch 

P.- * ^ W> Pi, •■•> V' ^^^ P't.i ^ li'j I3'. ■ ■ ■ - ^r- 
Man ziehe auf Fm aus den Ecken p^' und p/ nach resp. 
den Ecken fli' und q/ so zwei Linien Z./ und Lr, dafe sie 
erstens ein Polygon <ia'y^ , wenn überhaupt, nur in einem Zuge 
schneiden, dafa sie ferner weder sich selbst noch einander 
durchsetzen, und dafs sie endlich zusammen mit den Zügen 
P,^t und Pi,; einen Flächenteil 2^1^ einschliefsen , der keines 
der m Randpolygone P' enthält. Indem man dann diese Linien 
Li und Jj/ durch diejenigen Kautenzüge Zf-[ und Z^.^ ersetzt, 
welche von den anfserhalb iS;% liegenden Rajidzügen der von 
L{ und i/ durchschnittenen Polygone -(«'X gebildet werden, 
erhält man auf F^ eine einfach berandete nur Sechsecke ent- 
haltende Fläche 

P(s;,t) = Plu, z;';, Pv, 4'';. 

Diese Verbinduj^gsfläche Sit der beiden isomorphen Kanimsüge 
P'i^k ««(^ P*,; Tiann allemal als ein Bestandteil eines Hexagonoiäes 
Hg aufgefafst werden. 

Zunächst erhellt, dal's das Bandpolygou der Fläche als 
aus durchweg ver-schiedenen Kanten bestehend aufzufassen ist. 
Denn für den Fall, dafs die Züge Z^-^ und Z^,-''^ eine oder 
mehrere Kaßtenfolgen gemein haben, läfst sich dieser Zu- 
sammenhang durch eine zweekmäfsige die Fläche gestaltlich 
nicht ändernde stetige Variation derselben leicht aufheben. 

Wählt man nun eine beliebige der eingeschlossenen Grenz- 
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flächen </5d\ zur Grun<3fläche und teilt von ihr aus S/,* in ein 
System an einander grenzender Elementarstreifen, 

<ft'>., «•>., ■■.,<!?.'>„ 
</5,">.,<fc">,,-;., <ft.">,, 

so kommen a priori drei Möglichkeiten in Betracht: 

1) entweder gehört jede Fläche <^a'X ^on Sl^a einem und 
nur einem Elementar streifen an und hat infolge dessen auch 
nur eine einzige Bezeichnung <^|5(*'\; 

2) oder es existiert ein erster Elementarstreifen ä^, bei 
welchem zwei nicM 'benachbarte Flächen ^/S^^'X ^''^^ 'C/^'^'X ^^^^ 
Kante gemein haben und die demgemäfs auch dem (Ä + 1)'™ 
Elementarstreifen angehören, 

<ft">.=<:^S+"x "»ä <c>. =<!'?;+">.; 

3) oder ea existiert ein erster Elementarstreifen S^'^, dessen 
Randpolygon 2^*' mit einer Fläche ^/3'*^^'X zwei getrennte 
Kantenziige gemein hat. 

Im ersten FaUe ist offenbar die Verbindungsfläche SJ,* in 
der That ein Beatandteil des zur Grundfläche gehörigen Hexa- 
gonoides ff^. 

Im zweiten Falle kann man, unbeschadet der Allgemein- 
heit, annehmen, dafs der Elementarstreifen 5'*' vollständig sei, 
dafa also sein Eandpolygon Pl''' die Form hat: 

^»-/«*'\A...A/^:\A... 
A/<^V\...A/. 

Sollen dann zwei getrennte Kanten bezw. Kantenzüge dieses 
Polygones zusammenfallen, so kann das nur auf eine der 
folgenden zwei Arten geschehen: 

1) pw^^" -'---■- ^ - ' ■ ■--- 
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-A/-0 



w 



In beiden Fällen haben die Polygone P/''' und P/*' die Charak- 
teristiken 

Ci = a^' — 2 , Cg = %" — 2 ; «3' + «s" = 4, 

Keine derselben hat den Wert + 6, also kann keines der 
beiden Polygone eine nur Sechaecke enthaltende Fläche be- 
randen. Dieser Schlufs verstöfst aber gegen die ursprüng- 
liche Voraussetzung, nach welcher das Bandpolygon der Fläche 
S^i ein einteiliges ist. Die Annahme 2) ist mithin unzulässig. 
Im dritten Falle kann die Verbindung zweier getrennten 
Kantenzüge des Poljgones P<'' durch eine Fläche <j3l''+^l>g auf 
folgende sieben Arten erfolgen: 
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6) Pi-^l 



7) pw=< 



Hiernach haben die Polygone P^'''^ und Pg<*' die Charakte- 
ristiken 

1, 2, G) c, = < — 2, <^2 = «,"— 2, 

3) Cj = %' — 2 , (^ = «g" — ■ 3 , 

CTj' + «a" = 5 ; 
Cj = «g' — 3 , Cg = «3" — 1 , 



4) 
5) 
7) 



3 — y^ 



<h 






Da keine dieser Charakteristiken den Wert + 6 hat, verstöfst 
die gemachte Annahme gegen die Einteiligkeit des Rand- 
polygones der Fläche S;^f Q. e. d. 

Das Resultat dieser Überlegungen besteht alao in dem 
Satze: 

Eme Kante Fi^ i ^ P^, ; eines Elementarnetzes ist stets sweien 
sich seihst und einander nicht durchsetzenden Kantensügen eines 
Hexagonoides Hg isomorph, swiscken welchen sich eine einfach 
terandete Fläche ausbreiten läfst. 

In Verbindung mit dem Theoreme 13 folgt hieraus, dafs 
eine Kaute eines Elementaraetzes sowohl selbst als in jedem 
Teile kti jedem auf M^ gelegenen Polygone P(6, m) und folg- 
lich auch zu jedem sich selbst durchsetzenden Eantenzuge des 
Hexagonoides allootorph ist. — 
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Es sei Z irgend ein höchstens ftinfkantige ebene Züge 
entlialteiider, der vorgenannten Bedingung genügender Kanten- 
zug eines Polyeders, ^) irgend eine Ecke eines Hexago- 
noides J^, so kann man nach Festlegung des dem ersten 
ebenen Kaiitenzuge von Z entsprechenden von p ausgehenden 
Zuges auf 11^ offenbar einen jenem isomorphen Eantenzug Z' 
ziehen. Derselbe wird sich selbst nicht durchsetzen, da sonst 
Z entgegen der Voraussetzung einen Zug enthalten würde, der 
einem auf S^ gelegenen Polygone 7i^, w) isomorph wäre. 
Durch jede Ecke von S^ gehen mithin sechs dem Zuge Z 
isomorphe Züge Z', und unter allen diesen giebt es unendlich 
viele Paare Z^' und Z^', die einander nicht durchsetzen und 
sich daher auch stets durch eine einfach herandete Fläche Si,k 
verbinden lassen. 

Bas Kriterium dafür, oh ein Kantmsitg eines Polyeders ein 
Elementarmg sei, oder nicht, iesteht also darin, daß sein Aibild 
auf einem Hexagonoide E^ sich seihst nickt durchsetzt, oder sich 
ätircksetst; jede Kante eines Elementametzes ist ein Elemmtareug *}, 

Man denke sich jetzt aus den m Grundpolygonen P; eines 
auf dem Polyeder An gegebenen Blementametzes N^ successive 
m — 1 verschiedene Paare gebildet, 

A, ^K) P'.! Ph\ ■■■■^ -P'-^^i. A«-l' 
so dafs von den beiden Polygonen eines Paares allemal und 
nur das eine schon einem vorhergehenden Paare angehört 
Eine derartige Gruppierung kann folgendermafsen gefunden 
werden: Mau bestimme nämlich zu einem beliebigen Bestand- 
teile, etwa zu (Sj, die angrenzenden Flächen, etwa: 

8^, Sg, . .., jSa,, 
und mittelst derselben die Kanten 
1) (Si, S,), {S,, S^), ..., (S,, SO- 

Ist dann \ = m, so ist das gesuchte Kantensystem gefunden, 
wenn nicht, so giebt es unter den angeführten \ Bestand- 
teilen jedenfalls einen, etwa S/,,, an welchen noch andere 
Flächen Si grenzen, etwa 



*) Der Begriff dea Elementarzages iat hier weiter gefafst als ? 
1 g 19. S. 137. 
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Sßi.+i , Ä,i+3 , . . . , 8/,^, 
and diese bestimmen die Kanten 

2) (S,,, Sa,+i), (Ä,, S,,+,), ..., (.%„ SO- 
Ist Äg = m, so liefern die Systeme 1) und 2) ein gesucl: 
Kantenaystem, anderofalls existiert unter den h^ angegi 
Bestandteilen wiederum mindestens einer, etwa, S/„, an welchen 
weitere Flächen 5,- grenzen, etwa 

und diesen entsprechend erhält man die Kanten 

3) (&„ , &,+o , (S,,. , «.,+,) ,...,(«.,, SO . 

Es ist klar, dara dieses Verfahrenj ausreichend weit fortgesetzt, 
stets zu einem Systeme von mir m- — 1 Kanten führt 

(S,;, Ä,), (S,-,, Si,), ..., (S,-^_j, &^_,), 
durch welche alle m Bestandteile S, gehen. 

Gemäfs vorstehender Bestimmung kann man nach einer 
dem Netze jV"^ entlang erfolgten Elementarer Weiterung von 
An auf dem abgeleiteten Polyeder A^' die m isolierten Be- 
standteile 

mit den entsprechend abgegrenzten m — 1 Verbindungsfläeheu 

&„.,,*..., ■.■,&,-„^-, 

zu einer einzigen einfach berandeten Flache F' vereinigen; 
F' = S,, + Sf„i., + &, + ■■■ + yS,-^_i + '5'«-i.*„^i + ^*m-i • 

Die dann noch übrigen Grenzpoljgone von Äs, welche 
durchgängig Sechsecke sind, mögen die gleichfalls nur einfach 
berandete Fläche F" zusammensetzen. 

Diese Einteilung der Oberfläche von Ä,,' giebfc ein Mittel 
an die Hand, um für ein auf dem ursprünglichen Polyeder A^ 
beliebig gezogenes Netz Nm, dessen Kanten sämtlich Elementar- 
züge sind, auch alle etwa zugehörigen Elementarerweiterungen 
festzustellen und dadurch zu entscheiden, ob das Netz ein 
Elementarnetz ist oder nicht. 

Man ordne nämlich die von den m Gfrundpolygonen P; 
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dea Netzes JV^ berandeten Bestandteile St in der oben be- 
schriebenen Weise zn m — 1 Paaren: 

Si^, Ä,, yS,,, &,, . .., Si^_^, St^_^, 

konstruiere darauf zu jeder der durch dieselben bestimmten 
m — 1 Xanten 

eine zugehörige elementare VerbindungsÜliche 



und setze schliefslieb die m ursprünglichen Bestandteile mit 
den m — 1 Verbindungsflächen in entsprechender Weise zu 
der einfach berandeten Fläche F' zusammen, 
F' = Si, + Ä,,*. + Ä,, + • • • + Ä„^, + S,-^_,,,„_, + S,^_^,, 
wobei verschiedene Flächen Si^,k^ teilweise d. h. in einzelnen 
G-reiizsechseeken coincidiereu können. 

Wenn man alsdann durch die Kanten des die Fläche F' 
berandenden Poljgoaea F' ein System von Ebenen legt, welche 
mit F' zusammen ein Polyeder A„- bestimmen, und die in 
ihnen gelegenen Grenzflächen des letzteren zu der gleichfalls 
Ton F' berandeten Fläche F" zusammenfafst, so bildet dieselbe 
mit den m Flächen Si und den m — 1 Flächen Si^^t^ — ein 
mehreren letzterer gemeinsames Grenzsechseek nur zu einer 
gerechnet — ein 2m-teiliges Flächennetz, und es gilt dem 
Theoreme 18 zufolge die Relation: 

1) ^0lPlS.)) + ^0lP(S,„,J) + C(P(F"j)-6-{2m-2). 

Da aber auch die Beziehungen bestehen: 

2) (7(P(S,-,s,)) = (?(-?(«.■„*,)) = ■ ■ ■ = C(FiS.;^_^,,^_;)) = 6 
tmd 

3) C(P(S,)) + C(P{S,)) + . . . + C(P(S,)) - 6 . («. - 2), 
80 nimmt die linke Seite der Gleichung 1) die Form an: 

6(»-2) + 6(m-l)+C(J'(P'))' 
Daher gilt allemal: 

4) CIP{F-)) - 6. 
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Wie auch die dm Zusammenhang der m Bestandteile Si 
vermittelnden m — 1 Verhindungsßächen iS'j^,*^ beschaffen sein 
mögen, immer hesitst die msammengesetste Fläche F" ein Eaitd- 
polygon der Charcüiteristik 6. 

Hiernach ist die Aufgabe, alle einem gegebenen Nefse N,a 
suyehortgeti EJemeniat erweitere ngen 2« finden, gleiclil)edeutend 
mit der anderen, vnfet allen einfach berandeten Flächen F' die- 
jenigen SU efimitteln, deren Bandpolygone F' irredwcibel d. h. 
Kanfenpolygcmen eines Hexaqonoides H^ isomorph sind. 

Es wird in dem folgenden Paragraphen gezeigt werden, 
daft m jedem gegebenen Falle eine endliche Anzahl von Ope- 
rationen zur Losung dieser Aufgabe hinreicht. 

Wie ein von zwei isolierten Elementarpolygonen beran- 
deter Elementargörtel Gr, so ka/nn auch eine von m > 3 iso- 
lierten*) JSimtenpolygonen 

Pi, P,, ..., F,„ 
berandete dllgemeine Elemmtarftädie F^ als aas einem ihr iso- 
morphen einfach berandeten Bestandteile Hg eines Sexagonoides 
Hg entstanden gedacht werden. Die Berechtigung hieran er- 
giebt sieh aus folgender Konstruktion: 

Man ziehe aus einer in das Innere von F^ einspringen- 
den Ecke pj des Randpolygones P, nach einer analogen passend 
gewählten Ecke ps eines zweiten Randpolygones P^ einen ganz 
innerhalb von F^ verlaufenden Kantenzug. Eine derartige 
Verbindung Z^' ist stets möglich, da sowohl das Randpolygon 
Pg wie die Ecke p^ willkürlich sind. Zu dem Zuge Zj' ziehe 
man weiter auf den ihm beiderseits angrenzenden Grenz- 
aecbsecken von F,„, nach den betreffenden Angaben des § 13 
zwei isomorphe KaiitenzÜge Zp'] und Z^^- , welche aus zwei 
Punkten ^j/ und fi/' der in p^ zu a am menstof senden Kanten 
von Pj nach reap. zwei Punkten p^' und p^" der durch p^ 
gehenden Kanten von P^ führen. Endlich scheide man den 
zwischen den Zügen Zp'\ und Zf'-' liegenden Flächen streifen 



*) Jede eiüleilige PJäohe, von deren »i Randpolygonen mindesteas 
zwei einen Kantenzug gemein haben, ist als eine höchstens (m — 1)- 
fach berandete Fläche anzusehen. 
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ans der Fläche F^ aus und führe dieselbe dadurch in eine 
ihr isomorphe, aber von nur noch den m — 2 Polygonen 

Ps, P4, ..., P™ 
und dem Polygone 

Pi ^ 2S;'" + 2^'^ + -2jf'' + iff:- 

herandete Elementarfläche P^-i über: 

Das eben beschriebene Verfahren, auf die Fläche F,„—\ 
und jede neu resultierende Fläche F^—k aagewandt, wird nach 
(»j — l)-n)aHger Wiederholung eine der Fläche F^ isomorphe 
einfach berandete Fläche Pj ergeben, deren Randpolygon aus 
durchweg verschiedenen Kanten besteht. Eine solche Fläche 
F^ aber ist nach einem früheren Beweise allemal ein Bestand- 
teil H^ eines Hexagonoides H^. Q. e. d. 

Aus der Entstehungsweise der Fläche Pj ergeben sich 
als charakteristische Merkmale ihres Rand pol ygones: 

1) die Existenz von mindestens m ^ \ Paaren ungleich- 
seitig isomorpher, in ausspringenden Ecken der Fläche endigen- 
der Kantenzüge, 

2) der gegenseitige Aussehlufs der Züge je zweier Paare in 
ihrer einem Umlauf des Polygones entsprechenden Aufeinander- 
folge. 

Umgekehrt kann jede und nur eine solche hexugonoidisehe 
Fläche Zfß, deren Randpolygon beide Eigenschaften aufweist, 
stetig und sieh selbst isomorph in eine m-fach berandete 
Fläche übergeführt werden. 

§ 22. Die Endlichkeit der Elementarerweiterungen 

bei gegebenem Elementar netze. 
Man denke sieh auf einem Polyeder A^ irgend ein Ele- 
mentametz gezogen: 

JV« = P, , Pg , ■ ■ - , P^ , 
und gemäfs den im vorigen Paragraphen entwickelten Me- 
thoden alle zu demselben gehörigen Elementar flächen con- 
atruiert: 

TTW^pw)^ pi*l^ ...^ pw 

(Ä = l, 2, 3, •■■,) 



yGoosle 



§ 22. Die Endlichkeit der Elementarerweiteningen eto. 175 

WO allgemein P*!*! dasjenige Ratidpolygon der Fläche P^l be- 
zeichnet, -welches dem Polygone Fi isomorph ist. 

Eine beliebige dieser m-fach berandeten Elementar- 
flachen wird durch die gegenseitige Lage ihrer Randpolygone 
■vollkommen und eindeutig bestimmt, Um von letzterer eine 
deutlichere Vorateilung zu erhalten, ist es zweckmäfsig, den 
Begriff der Distanz zweier Mandpolyffone einzuführen. 

Wird nämlich eine Fläche F'^' von einem Eandpolygone 
Pj'*' aus in ein System sich aneinander setzender vollständiger 
bezw. unterbrochener Elementarstreifen zerlegt; 

jrl;) = S»> + S™, ..., sg, 

so mufs man zu einem ersten Streifen iS^/i^. ^ gelangen, dessen 
freier Rand mindestens einen Kantenzug des Polygones Pi' 
aufweist. 

Ganz ebenso mufs man bei einer von dem Polygone Pj, 
aus erfolgenden analogen Zerlegung der Fläche 

auf einen ersten Streifen Si%^ . stofsen, dessen freiem Rande 
mindestens ein Kantenzug des Polygones Pj'*' zugehört. 

Aus diesen Definitionen folgt aber, dafs der Streifen Si,'i 
mindestens ein Grenzsechseck des Streifens Sil.^, aber keine 
einzige Grenzfläebe des vorhergehenden Streifens SiJ.,.— i, der 
Streifen iSi.a mindestens ein Sechseck des Streifens yS^d_. (._i, 
aber kein einziges Sechseck des Streifens jS,','^^; i — S u. s, w. u.s. w. 
der Streifen jS^''^^ ._i mindestens ein Sechseck des Streifens 
S"a, aber kein einziges Sechseck des anderen S,'i, echliefslich der 
Streifen Sf^i/^^ als erster Streifen mindestens ein Sechseck des 
Streifens S^l enthält, 

Mithin gilt die Beziehung: 

Die so durch die gegenseitige Lage der Polygone P,-W und Pi'** 
definierte positive ganze Zahl di^i, soll den Abstand derselben be- 
zeichnen. 
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Es sind die ^m{m — 1) paarweisen Abstünde (^-^i der m 
Randpolygone PW einer Elementarflacbe i^«'*' nicht unabhängig 
Ton einander, vielmehr reicht schon die Angabe der m — 1 
Abstände eines Polygones von den übrigen hin, um aucii 
deren gegenseitige Distanzen in gewisse endhche Grenzen ein- 
zuschlielsen. 

Denn seien die Abstände des Polygones P/*' von den 
Polygonen P^"'', Pg^''^ ■■-, Pm*'' gegeben durch resp. 

so erweitere man die als freischwebend gedachte Fläche 5, 
über ihr Randpolygou Pj hinaus um df\ Elementar streifen za 
der Fläche S,, Da sowohl das ßandpolygou P^ dieaer Fläche 
als das ßandpolygon P^ der Fläche S^ nur eme endliche An- 
zahl von Kantenzügen besitzt, kann Pj auch nur endlich viele 
Züge enthalten, denen auf P^ ungleichseitig isomorphe Züge 
entsprechen. Man hat folglich nur eine beschränkte Anzahl 
Äi'i von Möglichkeiten, die Fläche Sj um die Fläche S^ zu 
einer Fläche Si,a zu erweitern. 

Jede dieser ö'i.a zusammengesetzten Flächen kann über 
den sie mitberandenden Kantenzug des Polygones P^ hinaus 
um 4''» — i^Mi teilweise nur bis an das Polygon P. reichen- 
der, Elementarstreifen und über diese hinaus auf nur 5i% 
Arten um die Fläche Sg zu einer Fläche 'S'i,:;,^ erweitert 
werden, o. s. w,, u. s. w. 

Die gegebenen m — 1 Distanzen bestmvmen somit in dm- 
Thai nur eine mäliche Ansahl von Elementarfläclim 

AM, ■■■,m 
und hesdtränke^t dadurch das System der übrigen ^(wi — \'){m — 2) 



<«;,, ii%, ■■■. its-,,,. 

auf eine endlicfte ÄnmM endlicher Wertesystvnie. 

Dies vorausgeschickt, seien jetzt alle von den m Poly- 
gonen P, beraudeten Elementarflächen in eine ßeihe geordnet, 
Ii F„: , -F«", ■■-, F,P'', ■■■, 

so daTs die Bedingungen erfüllt sind: 
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W^WZ--< SR» 1 ■ • ■ 

WO äli'''' die Anzahl der Cfrenzsechaecke der Fläclie .F,,,' , 
2)'''* die grÖfste der ihr zugehörigen Distanzen öjj bezeichnet. 
Die so geordneten Elementarflächen fJ seien, unter i)j 
eine oberhalb 2D' gelegene positive ganze Zahl verstanden, 
weiter in m Gruppen eingeteilt, nämlich: 

1) in diejenigen Flächen, bei denen je zwei Bandpolygone 
mindestens den Abstand D^ -\- 1 haben, 

2) in diejenigen Flächen, bei denen zwei Randpolygone 
höchstens den Abstand Z)^ , irgend zwei andere aber mindestens 
den Abstand Di + 1 haben, 

3) in diejenigen Flächen, bei denen zweimal zwei Rand- 
polygone h&chstens den Abstand Dj , jedes derselben von 
einem anderen und je zwei solche mindestens den Abstand 
B^ -|- 1 haben, 

4) in diejenigen Flächen, bei denen drei aus vier, fünf 
oder sechs Polygonen gebildete Paare höchstens im Abstände 
Dj, jedes dieser Polygone von einem der Übrigen und je zwei 
der letzteren von einander aber mindestens im Abstände D^ + 1 
stehen, u. s. w., u. s, w., 

m—-l) in diejenigen Flächen, bei denen m — 2 aus 
m — 1 Randpolygonen gebildete Paare höchstens im Abstände 
Dj, jedes vom -m'^" ßandpolygone aber mindestens im Ab- 
stände Dl -\- 1 steht, 

m) in alle Flächen, bei denen die Distanzen von m — 1 
aus allen m Randpolygonen gebildeten Paaren die Grbfse Z>j 
nicht übersteigen. 

Da die Anzahl der Flächen der letzten Gruppe offenbar 
endlich ist, folgt, falls die aufgestellte Reihe 1) unendlich 
d. h. so beschaffen ist, dafs zu jeder noch so grofseu Zahl 
SPi eine noch gröfsere Zahl 2ßf''' gefunden werden kann, dafs 
dann auch eine der m — 1 ersten Gruppen unendlich viele 
Individuen enthalten mufs. 

Die zu der ersten Gruppe gehörigen Flächen 
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haben unter der gemachten Annahme 2J)' ^D^ sämtlich die 
Eigenschaft, aus der Fläche F^ durch mtsprechende Elementar- 
enoeit^ungen ableitiar m sein. 

Zum Beweise ziehe man auf F^ ein jw-teiliges Netz 

N^ = Pi, P2, ..., I\n, 

so dafs je zwei Polygone P; und P/ einen Elementargürtel 
(Pi, Fi) beranden und alle m Gürtel die fläche F^ einfach 



Da alsdann Fi ganz innerhalb der ersten an F{ sich 
ansetzenden D' Elementar streifen liegt, können auf jeder 
Fläche *'„*' die m Randpolygone P,- durch m andere den Po- 
lygonen P.i isomorphe Polygone P/''' ersetzt werden, mit 
welchen sie paarweise m einander auaschliefsende Gürtel be- 
randen. Je m solche Polygone bestimmen aber die voll- 
ständige Berandung einer dem auf der Fläche F^ gezogenen 
Netze iV^ zugehörigen Elementarfläche 9)^'. 

Entsprechend den ^m{m — 1) Paaren Fi , Pi von Eand- 
polygonen wird die zweite Flächengruppe in ebensoviele Flächen- 
reihen zerfallen. 

Da nach Früherem zwei Polygone Fi, Ft bei gegebenem 
Maximalabstande i)j nur eine endliche Anzahl äi^t allomorpher 
Flächen Si^t bestimmen, so mufs die zu dem Paare Pj, P^ 
gehörige Reihe von Elementarfiächen 

^m ^m" • ■ ■ ^■*'"'' ■ ■ ■ 

in eine entsprechende Anzahl von Teilreihen zerfallen: 



Ä= I, 2, 3, . .., ^1,2, 

die dadurch charakterisiert sind, dafs alle zu der nämlichen 
Reihe gehörigen Flächen auch ein und dieselbe zusammen- 
gesetzte Fläche Si.a als Beatandteil enthalten. 

Was hier von den Flächen der zweiten Gruppe gesagt 
worden, gilt jn entsprechender Weise von den Flächen der 
dritten, vierten und jeder folgenden bis zu den Flächen der 
m — l'"^" Gruppe. 
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Es sondern aieh nämlieii die Flächen der fc*™ Gruppe in 
eine endliehe Anzahl, etwa in K, Reihen 

tn ' Zm' !■■■'. tm '■■■ ' 
h^l,2, ..., K, 

deren charakteristische Eigentümlichkeit darin besteht, dafs 
alle Flächen derselben Reihe aus den nämlichen o < jb — 1 
isolierten Flächen 



und aus je einer «-fach berandeten Elementarfläche zusammen- 
gesetzt werden. 

Die ursprüngliche Pläehenreihe I enthält somit aufser den 
Flächen der m'™ Gruppe eine möglieb erweise unendliche An- 
zahl redueiheler jw-fach berandeter Flächen, nämlich diejenigen 
der ersten Gruppe, und eine endliche Anzahl solcher Flächen- 
reihen, deren Elemente von höchstens noch m — 1 isomorphen 
Polygonen berandet werden. 

Indem man aber die obige Einteilung auf jede der letzt- 
genannten und jede neu resultierende unendliche Rfiihe an- 
wendet, sehliefst man: 

Die Reihe der von m gegebenen Polygonen P; berandeten 
Elementarflächen ist endlich d. h. sie, enthält nur eine end- 
liche Anzahl irreducibeler, aus anderen durch Elementar er Weite- 
rungen nicht ableitbarer, Flächen, wenn dieses von jeder zu 
m — 1 und einer kleineren Anzahl gegebener Eandpolygone 
gehörigen Reihe von Elementarflächen gilt. 

Nach einem § 15 gegebenen Beweise ist aber die Anzahl 
der von zwei Randpolygonen berandeten irreducibeleu Ele- 
mentargürtel in der That stets endlich. — 

Also resultiert der Satz; 

Theorem 19. Zu dnem auf äer- Oberflaclw eines Polyeders 
An gesogenen Elemmiametse N^ gekört allemal wm eine end- 
liche Anmhl von irreducibelm elementaren Einschaltungsßächen. 

Mit diesem Satze tritt auch die am Schlüsse des vorigeu 
Paragraphen aufgestellte Behauptung in Evidenz. 
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§ 23. Das ii-teilige Elementaruetz. 

Unter den Elemeutarnetzen eines allgemeinen Polyeders 
bieten diejenigen ein besonderes Interesse, deren Auftreten 
von dem speciellen Charakter desselben ganz unabhängig ist, 
welche also für alle allgemeinen Polyeder invariant sind. Die 
Existenz solcher Netze erhellt aus dem Satze; 

Theorem 20. Auf jedem allgemeinen Pohjed&r A^ iestintitien 
die n Grenzpolygone Kcti^ja ein n-teiliges Elementametn N«. 

Der Beweis für diese Behauptung liegt in der Möglich- 
keit der Konstruktionen zugehöriger Elementarerweiterungen. 
Es sollen hier nur zwei derselben näher studiert werden, 
welche einerseits durch ihren universeUen und periodischen 
Charakter an sicji schon interessant sind, andererseits für die 
späteren Betrachtungen von wesentlicher Bedeutung werden. 

Der erste einfachere Brweiterungsprocefs TTj besteht darin, 
dafs alle 2m — 4 Ecken des Polyeders durch ebensoviele Drei- 
seite '((',+1,^3 abgeschnitten, und darauf die Grenzflächen des 
resultierenden Körpers so stetig variiert werden, dafs jedes 
Dreiseit <(ß„_|_t>3 mit seinen drei Scheitelfl'ächen und nur mit 
diesen zum Durchschnitt gelangt. Dadurch gehen die ein- 
geführten 2n — 4 Grenzdreiseite in ebensoviele Grenzsechs- 
seite über, während die Anzahl der Seiten eines Grenzpoly- 
gones <^«„_s^, welche durch die erste Einführung verdoppelt 
worden, sich wieder auf den ursprünglichen Wert reduziert. 

Man erkennt leicht, dafs das resultierende Polyeder A^^^i 
mindestens zwei einander ausschliefaende vollständige Systeme 
von Seh eitelflächen besitzt. Das eine System wird von den n 
isolierten Flächen ^h/,)™,, (Ä = 1, 2, . . . , «) gebildet, und zwar 
in der "Weise, dafs jede Fläche <C«i>B,^ ihre ursprünglichen nt/, 
Seitenflächen nunmehr zu Scheitelflächen hat. Das zweite 
möglicherweise seibat wieder zerfallende System umfafst die 
gesamten 2« — 4 neu eingeführten Sechsecke, 

Der zweite Erweiterungsprozefs n^ *) ergiebt sich, wenn 

*) Die Figuren der zweiten Tafel veranechaalicheii diejenigen vier 
Polyeder, die durch Anwendung der Prozesse U, und 17^ auf das Tß- 
traeder und das Pentaeder entstehen. 
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man 3tt — 6 Ebenea «„+* nach einander so in die Begrenzung 
von A„ einfährt, dafa jede neu hinzukommende Ebene «„4,7, von 
dem zuletzt erhaltenen Polyeder Än+h-i genau eine Kante 
I a,^A, , «H— A, I '^on j4„ ahaehneidefc, und wenn, man darauf die 
eingeführten Grenzflächen durch passende stetige Variation 
der 4w — 6 Crrenzebenen successive in Grenzsechseeke über- 
führt. — Die zunächst auftretende allgemeinste Form einer 
eingeführten Grenzfläche entsteht nämlich dadurch, dafs, mit 
I ff;, «i j eine Kante von Ä^ und mit "(cci) , (a^^ die zu- 
gehörigen Seheitelflächen dieses Polyeders bezeichnet, die in 
dem Polyeder Ä^,^^ die Kante [ «i, «j ] abschneidende Fläche 
{cCk-^-i) von den Ab schnei dun gsfiächen 

<ß„4.B>, <«„+3>, <«.+i>. W-^'^> 
der vier Kanten 

I ß,- , fft I , \ a-i,, t/.i\, \ at, a,n \ , \ a,„ , ß; | 
und den vier Ebenen Kj, «j, «;, a^ in den Seiten eines Acht- 
eckes geschnitten wird. Dann ist es nach einem § 5 ge- 
gebenen Satze stets möglich, die Flächen des Polyeders Ain~<; 
so stetig zu variieren, dafs die Flächen <^a„_|_a)>, <ß„-|-3> längs 
der Kante | «j , ß„+i | , die Flächen <ffs-H> , <«7H-6> längs der 
Kante | ß,n, ßn+i | ^^^ Kreuzung gelangen. Dadurch scheiden 
aber aus der Begrenzung der Fläche <(ß„+i^ die beiden Kanten 
I ßi, a^i I und I ftm, (*„+! I aus, und es geht dieselbe in ein 
Grenzaechseck über. Indem man nun dieses Verfahren an jeder 
der eingeführten 3w — 6 Flächen <^ß„_|_;,^, so weit es nötig, 
durchführt, erhält man in diesen Flächen durchgängig Sechs- 
ecke, und in den ursprünglichen )* Flächen «„_/, genau so 
viele Seiten, wie sie als Grenzflächen von Ä^ zählten. 

Bezeichnet man die Anzahl der Seitenflächen desjenigen 
Polyeders, welches nach m-maliger Wiederholung des Kon- 
structionsprozesses J7j aus A^ hervorgebt, mit w4, die ent- 
sprechende Zahl für den Prozefa JJ^ mit n'm, so hat mau zur 
Berechnung dieser beiden Zahlen die Formeln; 

1) «m = 3Mm_i — 4, 

2) n',^ = idi — 6. 
Ans denselben berechnet sich: 
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1) m;„ = 3'"-« -2(3™- 1), 

2) «;; = 4"'-»-2(4"'- 1). 

Wechselt man in der Anwendung der Prozesse Ü^ uod 
TJj ab, indem man erst j»^-mal den Prozefs JZ, , dann (t^-mal 
den Prozefs U^, darauf m^-mai ü^, dann ji^-iual 11^ an- 
wendet, u. s. w., so erkennt man leicht, dafs die Anzahl v der 
Seitenflächen des Endpolyeders A^ unabhängig von der Reihen- 
folge der ausgeführten Operationen durch den Ausdruck ge- 
geben wird: 

v = 3*'.4»'-«— 2{3"'.4M - 1), 

M='S]mi, M = V(t;. 

Die Anzahl x^^ der eingeschalteten Sechsecke beläuft sieh hier- 
nach auf: 

a;;=3^-4«(3J~2). 

Die Unabhängigkeit des Endergebnisses von der Reihenfolge 
der Prozesse U^ und TZg erstreckt sich aber nicht nur auf die 
vorstehenden Anzahlen, es gilt vielmehr der Satz: 

Unterwirft man ein Polyeder Ä^ m-mal dem Prozesse 11^ 
iiAid [i-mal dem IVosesse ü^ , so ist das resultierende Endpolyeder 
von der Reihenfolge der m -\- (i Prozesse divrchaus unabhängig. 

Zum Beweise werde zunächst der einfachste Fall m ^ 1 
und ft = 1 vorausgesetzt, so ist zu zeigen, dafs das Polyeder 
ilg (/7i ( J.„)) und das Polyeder J7i (/Tg (j4„)) einander isomorph 
sind. Dazu beachte man in beiden Fällen die Änderungen 
in dem gegenseitigen Zusammenhange einer Grenzfläche <%>* 
von A„ zu ihren h Seitenflächen 

<ft>, <A>, ..., <fe>. 

Die Operation 11^ macht eine solche Seitenfläche <Cßi^ in 
eine Scheitelfiäehe von <«!> mit der einzigen Scheitelkante Sk 
und dadurch die n Grenzflächen von A„ m die Flächen eines 
vollständigen Seh eitel flächen syst em es übergehen. Die darauf 
erfolgende Operation Zfa ersetzt die li Scheitelkanten 

Sl , S^ , . . . , S^i , Sil 

durch ebeusoviele Sechsecke 
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<",>.,<•,>.,••■,<««>.,<«.>„, 

SO dafs irgend ein Sechseck <^eiX die Flächen <«;) und </5i> 
und ebenso die Flächen Kph—i} und <C(Ts+i> je einfach scheitelt. 
Die Flächen <«j> , ■ - . , •(««)> zusammen mit den 3« — 6 Sechs- 
eeken ■(ff^X bestimmen mithin gleichfalls ein in sich ge- 
schlossenes System isolierter Scheitel flächen. 

Bei umgekehrter Reihenfolge der Operationen ersetzt der 
Prozefs JTg jede Seitenkante | <«[>, </3*> 1 durch ein Sechseck 
<(CjX in der Weise, dafs die Kanten | {ßh}., <Ki^ | und 
I K.^t}, 'sßh) I gegenüberliegende Seiten des Sechseckes <^0;,X 
werden. Die' dann erfolgende Operation 77j ersetzt die letzten 
zwei Kanten durch zwei die Fläche ■(ßr,\ mit -(aj^ und •(ß/,'} 
verbindende Seh eitel kanten, die übrigen vier Kanten von <ff;,>g 
durch vier nach weiteren vier Sechsecken '(e^ führende Scheitel- 
kanten. Es bestimmen dann die Flächen <^o:,\ .. ., ■(«„> und 
die Bn — 6 Sechsecke <^6\ wiederum ein in sich geschlossenes, 
dem im ersten Falle ermittelten vollkommen isomorphes System 
isolierter Seheitelfläehen. 

Ans der hiermit bewiesenen Beziehung 

ZZ"2(i7, (A)) isomorph n^iU^iA^)) 
folgt durch ihre wiederholte Anwendung die andere: 

;7,.(iI.(...(i3..+„ W) ■ ■ ■)) »»"■ n.Xn,X. ■ . (n.,^M'^) ■■•)), 

WO die Anordnung t^, t^, ..., t„^.„ irgend eine Permutatiou 
der anderen Jj , 4 j ■ ■ ■> ^+p bezeichnet. Q. e. d. 

Dem Erweiterungsprozesse U^ eines Polyeders A^ eittspriclit 
eme irredudbele, dem Prozesse IT^ eine redudhele EinschaUangs- 
fläcke. 

Denn nimmt man — die erste Behauptung zu verificieren 
— irgend eine hexagonoidische Einschaltungsfläche mit n den 
Grenzflächen ■(«i^™. von A„ isomorphen ßandpolygonen <^«;^m; 
an, so kann eines ihrer Grenz sechs ecke -(«^sX höchstens drei 
Randflächen <(o;i>ni. Seiten. Deshalb und weil die n Rand- 
flächen 6« — 12 Kanten zählen, mufs die E in schal tun gs fläche 
sich mindestens aus 2 m — 4 Grenz sechs ecken zusammensetzen. 
Die aus dem Prozefs U, entspringende Erweiterungsfläche ist 
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daher diejenige, welche die kleinste Zahl toh Secliseckeu ent- 
hält, und als solche irredueibel. 

Vergleicht man nun die aus Aa durch die Prozesse 7/j 
und H^ entstehenden Polyeder ^jm— 4 und ^i'n—a und scheidet 
aus ihnen nach Festsetzung einer bestimmten Reihenfolge 

<«,>.„,<.,>,„••■, <«.>.. 

sueeessive i entsprechende Flächen 

<«/>, «>, • • •, «> ™<i «>, <«/■>, • ■ •. <«:■■> 

mit ihren jedesmaligen Seitenseehsecken ans, so kana man 
zeigen, dafs in den zurückbleibenden Bestandteilen Fl und Fi 
der Polyeder Asi^i und Ä'li^e die aus einem Polygone <^ßj.^ 
(Je = i -\- h) und dessen Seitenseehsecken zusammengesetzte 
Fläche S'k einem Teile der aus dem entsprechenden Polygone 
<ßi')> und dessen Seiten sechs ecken gebildeten Fläche Sj' oder 
dieser selbst isomorph ist. — Zu dem Ende bezeichne man in 
Äa die Seitenflächen eines Polygones ^ßtXj, in der einem be- 
stimmten Umlauf Yon <^ai} zukommenden Folge durch 

<9'i>, <9's>» <9s>, ■■■, <9'mi>, 
und demgemäl's die unter den ausgeschiedenen Flächen 

<%>,<«.>, ■■•,<«.> 

vorhandenen getrennten Folgen derselben durch: 
<9o+i>, ^ipa+s}, •■■, <9ö,>i <9'c>, (Vi^-l-i), ■■-, <^^.>] ■■■■ 
Wenn dann weiter in den Polyedern A'an-i und Ai„_t; die 
Seitensechsecke der Flächen <at>,"t '^''^^ ^"O'«* i" entsprechender 
Folge dargestellt werden durch 

<^i'X , <^2\ ,■■■, <^'r»,\ ind <,i,,"y, , <,t;'\ ,■■■, <!/-;,>« , 

mit der Bestimmung, dafs einerseits ^^m^X und <^^i'>j durch 
die Scheitelkante der Flächen <();*> und (sP\} gehen, anderer- 
seits <^Vi"X gemeinsame Seitenfläche von Kß-T} und <^9'i"> ist, 
werden die unter den Grenzpolygonen der abgesonderten Be- 
standteile 

8^, S^, ■■■, S'i und 8,", Äa", ■■■, Si" 
enthaltenen Seitenflächen von <^aj,^ und <;ai'> gegeben durch resp.: 

1) <*;-iX, <*;>=,■■■,<*;>.; <*v-.>6, <♦;>., ■■■.<*;.>.;••■, 

2) <*;'>6,<*^i>s, •■•,<♦;;>,; <*'>i,<*'m-i>.,---, <*;:>.;•■■■ 
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Es bleiben mithin in den Flächen Fl und F" als Seiteu- 
iiächen von <Ki> und <«i'> die Sechsecke: 

1) <';';,+i>6 , <if'l,+a>ii . ■ ■ ■ j <'^'*-äX > 

(«^Ui)«. (tf-UaX. ■■■- <^'c-s>B. 



<^;;+,>„, «+.X, ■■■, <i>'U\, 



Alis diesen beiden Systemen ist aber unmittelbar ersiehtlich, 
dafs die ans (^a'k} nnd den Sechsecken des ersten Systemes 
zusammengesetzte Fläche Sii isomorph ist demjenigen Teile der 
ans (ak'y und den Sechsecken des zweiten Systemes gebildeten 
Fläche Sk', welcher aus letzterer durch Weglassung der, Sechs- 
ecke <^Tl)'i—iy^ , <^i)"s—i)-^ , ■ ■ ■ entsteht. 

Hieraus und weil die aus dem Polygone <ß/^ und dessen 
wjj Seiten sechs ecken bestehende Fläche S/ der aus dem Poly- 
gone <Kj")> und dessen m^ Seiten sechs ecken zusammengesetzten 
Fläche S" isomorph ist, folgt aber, dafs die aus den n Be- 
standteilen 8i bestehende Oberfläche von ^sk— 4 a^uf die durch 
die n Bestandteile S" gebildete Oberfläche von Äl,^ia ab- 
gebildet werden kann, oder, was dasselbe, dafs die dem Prozesse 
77, zugehörige Einschaltungsfläche einem Teile der dem Pro- 
zesse ijfä entsprechenden isomorph ist. 

Im Gegensatz .zu dem Prozesse 77^ bewahrt der Prozess 
n,^ auch dann noch seine Anwendbarkeit, wenn statt eines 
allgemeinen ein singuläres Polyeder j4„ vorliegt. Es läfst 
sich nämlich das System der Ti Kanten eines solchen Körpers 
zufolge der Betrachtungen des § 5 durch ein System eben- 
sovieier Grenzsechsecke abschneiden, von denen die eine m- 
kantige Ecke abschneidenden wiederum eine sw-kantige Ecke 
bestimmen. Das Polyeder A„ geht dadurch in ein Polyeder 
A„+k von gleicher Singularität über. Da die Kanten des 
letzteren sich zu je 2Ä sowohl auf die n Seiten der ßandfiächen 
^ai}mf der fc-flächigen Einschaltungsfiäehe als auf die Kanten 
der Innenecken dieser Fläche verteilen, wird die entsprechende 
Wiederholung des Prozesses 11^ den Körper J.„_|_t in ein gleich- 
artig singuläres Polyeder jl„+6i verwandeln. Eine m- malige 
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Anwendung des Prozesses iZ^ in der angegebenen Weise wird 

daher ein Polyeder A,^^^^ mit n,,, = n -\ ~- ■ h Grenzflächen 

ergeben. 

§ 24. ElementarinTarianten. 

Als ElementarJUTarianten eines allgemeinen Polyeders A„ 
werden alle diejenigen für dasselbe typischen Anzahlen und 
Eigenschaften bezeichnet, welche bei jeder an dem Polyeder 
vollzogenen Elementarumforraung erhalten bleiben. 

Einen interessanten Fall einer solchen Invariante bietet 
die Charakteristik eines sich selbst nicht durchsetzenden Kanten- 
polygones, röcksichtlich welcher der Satz gilt: 

Zu jedem heliehi^en sich selbst nicht dwchsetsenden Kanten- 
polygone P(c, )») eines allgemeinen Polyeders A„ gieht es auf 
einem aus letzterem durch Eleinentarumformm^ abgeleiteten Po- 
lyeder B„' ein analoges und der Charakteristik nach ihm gleiches 
Kantenpolygon F(c, m'). 

Da nämlich nach den Ausführungen des § 21 die Charakte- 
ristik eines einfachen Eantenpolygones P von A^ durch die 
Einteilungsweiae der nicht sechsseitigen ebenen Grenzflächen 
<c;,\,. in zwei zu seinen beiden Seiten gelegene Gruppen 

A'55«V., «V., ...,<«;>.■, und 

vollkomuien und unzweideutig bestimmt ist, 

— ''' ^2 '**'' ~ ^(^ ~ ^) ^2 "*'' ~^^^~'^^>' 

erhellt die Richtigkeit des aufgestellten Satzes unmittelbar 
aua der Möglichkeit einer Trennung der p + g Grenzpolygone 
Kßfyi'H von S„' in zwei entsprechende Gruppen 

S'=<ft'V, <ft'>.'., ■..,<«>-■, »"d 

-s"^ </*■"><'. <*'■>,..-, ■•■, «>.", 

vermittelst eines sich selbst nicht durchsetzenden Kanten- 
poljgones Pfe m'). 
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Um die Esiatenz eines aolehen Polygones nachzuweisen, 
fasse miin die von ^en p Grenzflächen 

<A'>, <&'>, •■■, <&> 

gruppenweise zusammeageaetzten einteiligen Flächen ma Ange, 

s;, s,\ ..., s;, 

xmd verwandele jede der unter denselben vorhandenen mehr- 
fach beraiideten Flächen gemäfs der am Schlüsse dea vorigen 
Paragraphen angegebenen Methode mit Hülfe eines aus passend 
gewäJilten Kantenzögen bestehenden Querschnittaysfcemes in 
eine von nur noch einem, jeden Querschnitt zwar doppelt ent- 
haltenden, sieh selbst aber nicht durchsetzenden Kanten- 
polygone berandete Fläche, Zufolge dieses Verfahrens zerfällt 
die Oberfiäehe des Polyeders B^- in ^ aus den p Polygonen 

«■><,<&'><,.••,<«>>. 

zu sarameu gesetzte einfach berandet-e Bestandteile Sj und in 
eine aus den n — i> = 3 Polygonen 

«'>.,",<&"><■,•••,<«>--, 

sowie von einer gewissen Anzahl von Sechsecken gebildete 
ft-faeh berandete Fläche Ff^. Indem man aber letztere durch 
Verbindung ihrer fi ßandpolygone 

P,, E,, ..., F^ 
vermöge j* — 1 in ihr verlaufender Kantenzüge wiederum in 
eine einfach berandete Fläche verwandelt, findet man in dem 
ßandpolygone dieser ein gesuchtes Kantenpolygon. Q. e. d. 

In Anbetracht, dafs aus dem Systeme der nicht sechs- 
seitigen Grenzflächen <«;>mi eines gegebenen allgemeinen Po- 
lyeders sich stets nur eine beschränkte Anzahl verschiedener 
Gruppen herausgreifen läfat und dafs zwei eine hexagonoidische 
Fläche berandende Polygone charakteristisch gleich sind, kann 
das erhaltene Resultat auch so formuliert werden: 

Theorem 21. Die Tolygonensysteme aller aus einem ge- 
jfebeiwn elementar äbleitharm Polyeder haben ein tmd dasselbe 



Es drängt sich hier natiu-gemäfa die Frage auf, ob 
und unter welchen Bedingungen die durch den Satz mitauE^ 
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gesproclieiie Eleinentarinvarianz eines Kantenpolygones der 
Charakteristik sicli auch auf dessen etwaigen elementaren 
Charakter erstreckt. 

Die Untersuchung auf den einfachsten vorkommenden Fall 
der Einschaltung bzw. Ausscheidung eines Elementargürtels 
beschränkend, nehme man auf dem Polyeder A^ zwei einander 
zweimal durchsetzende Elementarpolygone an: 

P(0, 2 m,) = 2?: + Z\\ + Z\\ + ifS: , 

P(0, 2%) = Z\\ + Z\\ + Z\\ + ZX\ . 

Nach Einschaltung eines von zwei mit P(0, 2«»^) isomorphen 
Polygonen berandeten Elementar gürteis G verbinde man auf 
dem resultierenden Polyeder A^ die Eckenpaare 

?ä, Ps und V,, p^ 
dui-ch zwei dem Gürtel zugehörige Kantenzflge 

zj; und zS; . 

Dann sind die Bedingungen festzustellen, unter welchen das 
neu entstehende Kantenpolygon 

wiederum ein Elementarpolygon ist. 

Der gemeinsamen Natur der das Polygon % zusammen- 
setzenden vier Kant«nzüge entsprechend macht die Lösung der 
Aufgabe vorerst das nähere Studium des Systemes der zu 
einem gegebenen Kantenzuge eines Elemeutarliesagonoides fl^ 
isomorphen Kantenziige desselben erforderlich. 

Es seien auf einem Hexagonoide fly zwei beliebige, aber 
feste Ecken fi und {( durch irgend zwei Kantenzüge Z\ und 
Zp verbunden. Dieselben werden im allgemeinen durch p 
getrennte und e zusammenfallende Paare von Teilzügen p ge- 
schlossene Polygone bestimmen, 

9 = 1, 2, 3, . . ., e = — 1, p, p + 1. 

Da jedes hierbei auftretende Polygon entweder die Charakte- 
ristik c = oder die andere c ^ 6 hat, also stets eine gerade 
Charakteristik besitzt, wird es auch allemal eine gerade Zahl 
von Kanten aufweisen. Dann aber fällt auf jeden der beiden 
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dasselbe bildenden Teilziige entweder eine gerade oder eine 
ungerade Anzahl. Die beiden Kantenzüge Zl und Zj werden 
mithin unter ihren getrennt verlaufenden Paaren von Teil- 
zügen je eine gleiche Anzahl paarer und je eine gleiche An- 
zahl unpaarer Züge enthalten, und folglich werden sie über- 
haupt entweder beide eine gerade oder beide eine ungerade 
Zahl von Kanten besitzen. Also: 

Alle dieselhm swd Ecken eines Elementarhexagonoides H^ 
verhinämdm Kantensüge enthaltm entweder je eine gerade odei- 
je eine ungerade Ansahl von Kärnten. 

Zufolge dieses Satzes scheiden sieh die Ecken eines Hexa- 
gonoides H,, in zwei vollkommen gesonderte Gruppen, der Art, 
dafs je zwei Ecken aus ein und derselben Gruppe durch 
ICantenzüge mit gerader, jede Ecke der einen mit jeder Ecke 
der anderen Gruppe dagegen durch Kantenzüge mit ungerader 
Kantenanzahl verbunden werden. 

Für ein Hexagonoid BJ, mit den isomorphen durch Ele- 
mentarstreifen getrennten Polygonen 



'P, (0, 2m) = '0, , '4,, 


'Oä, \, ■ 


.., 0», %. 


P, (0, 2i») = 0, , i, , 


<h, \, ■ 


-., dm, K 


P,'(0, 2») = 0,', V> 


<, 6/, • 


.., 0«, 6. 



wo die zu der Kante | 0^ , hj | gehörigen rechts- und links- 
seitigen Gegenkantenfolgen gegeben werden durch resp. 

■ Ol, ti ', I n^, bä I, . . ., j um, 6m I 
und 

..., r«,/*,!, i".,6,i, io.', VI, ■■■, 

wird die eine Gruppe dureti alle Ecken a, die andere durch alle 
Ecken b dargestellt. 

Ebenso wird auf einem Hexagonoide H,^ mit den iso- 
morphen durch Elementar streifen getrennten Polygonen 

'PgCO, 2m) = 'ai, \,..,'a^, \, 'a,,+,, '&p+i, . ., 'a™, 'K, 
P3(0,2m)= a,, hl,.., Op, b;,, an-i, Wi---- f"™. ^"^ 
P3'(0,2m)^ a/, 6/,.., a», b;,, a^+i,' b^+i, . ., a'™, h',„, 
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wo BU den mittleren Kanten 

I K, tti I und I %, Qp+i I 
der beiden dreikantigen ebenen Züge des Polygones P^(0, 2m) 
resp. die links- und rechtsseitigen Gegenkantenfolgen gehören 
\K, a,\, |Bi, a,|, ..., |6^i, u^], \\., c^+i ' , 

\h> «P+i!, IWi. ttH-äl, ■■-. |i™-i, fl™|. \b-^, Oll. 
die Äe Gruppe von den Ecken a, die andere mn den Eckm fi 



Was nun die Verteilung eines auf einem Elementar- 
hexagonoide gegebenen Syatemes isomorpher Kant«nzüge an- 
langt, so regelt sieh dieselbe nach folgendem Gesetze: 

*) Auf einem Elementarhesagonoide werden alle einem 
gegebenen Kantenzuge 

..., af, fc<"', ..., aw, 6<;i, ... 
isomorphen Kantenzüge, 

1) wenn das Hexagonoid ein Polygon Pj{0, 2m) enthält, 
gegeben durch 

■ ■' i+9 ' ^+1 ' ' ' H-s ' "+1 ' ' 

2) wenn das Hexagonoid ein Polygon P^(Pj 2m) besitzt, 
durch 



. . . a^+p>, b<^+*''' . . . , a"'+''' , 6<^+^i , ■ ■ ■, 

wo p und q irgend zwei positive oder negative ganze Zahlen 
bezeichnen, und wo in der Reihe 

,.., i + q,h~\-q, ...,u^q,v^q, ... 
jeder dem absoluten Betrage nach die Zahl m übersteigende 
Indes durch seinen Rest nach m zu ersetzen ist. 

Vermöge dieses Satzes gelangt man unter Annahme eines 
Elementarhesagonoides erster Art 

*) Der Satz tritt unmittelbar in Eyidenz, wenn man TOn dem ge- 
gebenen Eanteozuge zunächst eu einem anderen libergeht, bei welchem 
die oberen bzw. unteren Indicea seiner Ecken um die positive oder 
negative Einheit verändert sind, und dann von diesem Zuge in analoger 
Weiee fortschreitet. 



y Google 



§ 24. 'EleraentarinyadaDten. 191 

I. aus jedem Verbindungszuge 

af^, hi> h, ■■■> h'-> ttf 
zweier gleichartigen Ecken 

af^ und a™ 

mittelst sechs Paaren isomorpher und gleichgerichteter zwei- 
kantiger Züge 

1) af , B^-ii^ ate-i) und af , if-^>, a<"-«, 

2) a^"), 6^-1', ai^« und af\^-'>,a'^!„ 

3) a(»>,6^j, a<f\ und aW, b«^, a^,, 

5) af, W, ai^, und af> , hf\ a™ ^ , 

6) aw, bt"!, ai»+i' und a«:*', B<">, Q(f'+i) — 

II. aus jedem Verbindungszuge 

zweier ungleichartigen Ecken 

afi und b(*' 

mittelst sechs Paaren isomorpher und ungleich gerichteter 
zweikantiger Züge 



1) 



aW 



fti^^i, a^"-" und W 



Qf- fiw-«, 



3) af , bf-'\ af~^^^ und Bf, a^^, bf^», 

3) aj*', 6^j, üi£)^ und 6f , of, l)<^,, 

4} af, b^j, a<^^' uud Bf, a<*+^', B<*+/i, 

5) af , Bf, afl^ und Bf, a»^, B«':!.,, 

6} af , fi<»', a<^+« nnd Bf, a<'+^>, B^'+" — 

zu je einem dem gegebenen äquivalenten Eckenpaare. 

Auf einem Elementarhexagonoide zweiter Art gelangt man 

I. aus jedem zwei gleichartige Ecken 
af und af 
Yerbindenden Kantenzuge 

a?', äi, h, ■■■, h, flf 
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1} für i<^ und k^p 

mittelst der beiden Paare isomorpher und gleiciigeriehteter 

zweiltantiger Züge 

a) a'"*, i'f-^>, a'^-'-* und 0*''', bt''-«, n*''-'' , 

b) a'fi, W, Qf+« und tt^, hf>, af+« - 
2) für i^p und /e>^+l 

mittelst der beiden Paare isomorpher und gleichgerichteter 
zweikantiger Züge 

a) af, if-^'', a'f-'^ und a1% bf, af-^\ 

b) af, W, afe+i> und af, bf+''> , af+^^ — 
II. aus jedem zwei ungleieliartige Ecken 

af^ und bf 
verbindenden Kantenzuge 

1) für i^p und ä;<^ 

durch die beiden Paare isomorpher und ungleichgerichteter 
zweikantiger Züge 

a) a<f>, bf-''', af-'^ und bf, af\ bf-'\ 

b) a'f\ bf, afs+i) und bw, ai''+i>, b|^+ii — 

2) für j < j) und /c > j> + 1 

durch die beiden Paare isomorpher und un gleichgerichteter 
zweikantiger Züge 

a) aW, bf»-«, Qfe-^l und bf , af-^l , b^'-^' , 

b) Q<»' , bf , aW-o und 6^ , af , &[*+» — 
zu je einem dem gegebenen äquivalenten Eckenpaare. 

Nunmehr zur ursprünglichen Aufgabe zurückkehrend fasse 
man auf dem aus A„ durch die Einschaltung des Gürtels G- 
abgeleiteten Polyeder A„' das aus den vier 1 

zl: = h, 9i- ^2, ■■■, ^', h, 
4;—^- h, h: ■■■, u, Pi 
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zusammengesefete Polygon ^ auf und vergleiche «dasselbe mit 
zwei auf den Elementarhexagonoidea H^ und ^" der Polygone 
P(0, Sm^) und F{(),2m,^) gezogenen Elemeatarpolygonen 

i"=-..+ 2{;: + .-. + z!;: + ..., 

Da zwei in einer Ecke a einer allgemeinen polyedriselien 
Fläche zusammenstofsende Kanten | a , a^\ und | a , Og | in Bezug 
auf die dritte Kante \a^^, a\ unzweideutig als deren rechts- 
und linksseitige Nachbarkanten unterschieden werden, so sind 
auch auf dem Hesagonoide H^ die den vier Kanten 

entsprechenden Eanten 

lt>,', VI, jfc', t,'i, ift-, II,' i, ifc-, ^:\ 

eindeutig fixiert. 

Hieraus aber und aus den obigen Betrachtungen ergiebt 
sich folgendes Verfahren, den fraglichen Charakter des Poly- 
gones Sß festzustellen: 

Man bestimme 

1) auf dem Hesagonoide H^ zu den Eckonpaaren 

pi', p/ und pa', pg', 

2) auf dem Hesagonoide Bq" zu den Eckenpaaren 

Pl"' 'f'l' ^^^ P3"l ^4" 

die zwei oder sechs nächstliegenden entsprechenden Eekenpaare 

2) Cf/, CI2" und qs", q/'. 

Wenn dann unter denselben solche vier Paare existieren, 
dafs die auf £„' aus den vier Kanten 

!t.', ft'l, |t/, WM«;, fe'l, lü/, (i/i 

nach den vier Ecken 

q,', q/, (1.', <Ii' 
führenden vier dreikantigen Züge 

t,'. Pi', I,, ti', V, IJ/, Ii, %', 

V, h', I., q.', I).', f/, I4, q.,' 
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isomorph uud gleichgerichtet sind den auf H^' ans den vier 
Kanten 

|t,", t),"|, |l,", fo" 1,1 «,",)>." I. In/', o/ 

nach den vier Ecken 

qi". qs". qa". q4" 

führenden vier dreikantigen Zügen 

ti", Vi", §1, li", t/; t>2", ^a. (I2", 

?i"- 1^3", §8, I3", 9/', p/', §4, q/', 

so ist das Polygon ^ in der That ein Eletnentarpoli/gon. 

Denn in diesem und nur in diesem Falle bestimmen die 
vier Züge 

Z^', Z^', 2Sf^ z£' 
mit resp. den ihnen isomorphen Zügen 

zii'-, Zf}, zs^, zli 

und den aus den 4 . 2 Ecken 

nach den 4 . 2 entsprechenden Ecken 

qi". q/'; q^', qa'; qj", q*", q/> »ii' 

gezogenen vier Paaren zweikantiger Züge vier einfach beran- 
dete Flächen 

Si,2> Sa,s, ^3,4, Si,,, 

welche durch passende ihre Gestalten nicht ändernde stetige 
Variationen zu einem von zwei mit ^ isomorphen Poly- 
gonen berandeten Eiementargürtel zusammengeschlossen werden 
können. 

Zur näheren Erläuterung des Vorstehenden diene das Ver- 
halten der Elementarpolygone eines durch die Beziehungen 

<«,>.>,««,>.. <«,>.>T««S>.. <«.>.>-.-««.>. 
definierten Tetragonhexaeders Ä^, welches um einen Elementar- 
gürtel erweitert wird. Man schalte erstens längs dem die 
Bestandteile 

S, =<»,>., <«,>.,<«,>. «ml S,F^<».>., <■.>>., <«,>. 
trennenden Elementarpolygone P(0, 6) den Gürtel ein 
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SO zwar, dafs dessen Flächen mit denjenigen von S, «nd S.^ 
die drei Eckenpaare bestimmen 

(«„ »,', «,), (.., «;, «,). 

Hierdurch zerfällt das zu A^ gehörige Elementarpolygon 
P.(0,6)i=|c„e,J, |«„«,|, |«„«.i,-|«„«,|, |«„«,|, 1«.,«.| 
in die isolierten Teile 

|«3, ß/l, loajKiU K>«i|j l«8, <l ™d Ui, «el- l«4^«5l- 
Letztere werden aber durch resp. die Züge 

i <, <|, 1«/, a,\ und I < <|, U„ ../ 1 
zii einem neuen Elementarpolygone P^iO, 10) verbunden, 

p,(o,io)=tß„<i, ia„«,i, i«„«j, U3,<i. i«i>;i 

!«4.<l, i«4.«5l- I«4,«gI, Ul',«6l, l«i',<l- 
Die nämliche Einschaltung spaltet das auf Äg gelegene Ele- 
mentarpolygon ' 

i^(o,8) = [»,,., 1, I.,,., I, I «.,».;, I ».,«.( 

I«4, «.I, I«,, «.I, !«,, ««I, 1«1, «sl 

in die isolierten Teile 

1«>, «j'l, I«,, «s' I, I «,,«,'[, 1«1, «.I, 1 «!,«,! 

und 

Diese aber werden durch die Züge 

I «i'. «a' 1 1 I "i, "g I und I «i', «s I , I a/, «^ | 
wieder zu einem Elementarpolygone Pg(0, 12) vereinigt, 

^3(0, 12)= I «a, «3' I, ! «1, «3' I, I «1, < i, I «1, «8 \, I «2- % |j 

i«i>=h i«/,«;l u4-«;i, i«.,«5M«.,%i, 

Man sehalte zweitens längs dem die Bestandteile 
«■ = <«.>.,<«,>.,<«.>. mä S, = <«,X, <»,>„<„,>, 
trennenden Elementarpolygone 



y Google 



196 Dritter AbschmU. 

P,(0,8)3l»,,», I, 1»,,«. I, 1»,, «sl. I«,,., i, 

I«», «, I, l«5, «.I, l«5, «.I, l".,«j| 
die Sechsecke ein: 

W\ I ■■ <«»>., <«,>., <%>., <«.>., <«A, <«•>.! 
<«;>. I : <«.>., <«.>4, <«.X, <«.>., <«.>., <«>>4, 
so dafs in dem entstehenden seehskantigen Prisma die Bestand- 
teile Sj, Sg nur noch die Kanten \ o:^, a^l und | «s, «3 ] ge- 
mein haben. 

Durch diesen Prozei^s wird das zu A^ gehörige Elementar- 
polygon 

P(0,6}= I«,, «, I, K, a, \, !«,, a,\, 

zwar in die isolierten Teile geschieden, 

1«,,«, I, I«,, «.-|, I»,, VI, 1«.,.»! 

und 



aus diesen aber durch die Verbindungszüge 

ein neues Elementar polygen -Pg(0, 10) hergestellt, 

p,(o, 10) s| »„.,;, i«„<|, 



Dieselbe Einschaltung zerlegt das 



P,(0, 8)e 






in die beiden isolierten Teile 
lind 



auf ^g vorhandene Ele- 

1«4, ",1. I«., «. i, 
1«,,«. I. I«l, «5I 

l«l,«.'l, l«>, %■ 



Durch die Einfügung der Kantenzüge 

[«,,«,!, i»s,«,'i Md 1«;,».!, I»;, «4I 

erhält man aus ihnen ein Polygon der Charakteristik 0, 
nämlich: 
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p(o,i2)=i«„».|, i«,,vi, |«.,.;i, !»„.>(, |»„«/i, 
%,«.'!, I".>. I, k,>4l, I«.,«. 1, l«»,««'!, 

I«..«, I, i«.,«;i. 

Indem man aber durch Umgehung des Sechseckes (^cc/y^ 
statt des Kantenzoges 

den anderen einführt 

gelangt man zu dem benachbarten Elementarpolygoa 

p.(o,io) = |«„,.|, ].,,»;i, |«,,<|, 1».,.,:, |..>.|, 

- «i 1« I I» «•[ 1« « I I«'« ' 

Ena n 1 eine h he geh r ge 11 n allgeme n n 
on exe Pol de n g me n me E gens 1 aft 1 e o ^ hob 
edn D Ibwda gesprocl en 1 ch le 8 tz 

Theorem 22 1 / j ?e» llg e et Plj le j It 

M « leste m J s Jbst H d J t d s Ka t pol ij 
de 0ha dktet stl 

Z folge d am E iij,3i' ^ ^ ^ Pa ag aih n da elegteu 
Mogl chke t n auf e n m all eme n n E lyede e eb 
'^y t m b ( zpoljgone 1 h uta h Kauten 

polygon zu umschliefsen, ist der Beweis dea batzes erbracht, 
wenn auf jedem solchen Polyeder eine Gruppe von Grenz- 
flächen nachgewiesen wird, wie etwa 

für welche die Anzahlen r und »i; der Relation genügen: 

1) .». + »., + ■■. + >»--6(r-l). 

Gemäfs der in § 3 für die Anzahlen x^, x^^ und x^ der 
drei-, vier- und fünfseitigen Grenzpolygone eines allgemeinen 
Polyeders abgeleiteten Bedingung 

2) 3^3 -f 2x^ + 3!5 ^ 12 

kommen aber unter dessen ebenen Grenzflächen allemal 

1) entweder mindestens, zwei Dreiecke, 

2) oder mindesteua drei Vierecke, 
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3} oder mindestens sechs Fünfecke, 
4) oder mindestens 

a) ein Dreieck, ein Viereck und ein Fünfeck, 

b) ein Viereck und vier Fünfecke, 

c) ein Dreieck und drei Fünfecke, 

d) zwei Vierecke und zwei Fünfecke vor. 

Die Substitution der jedem dieser sieben Plächensysteme ent- 
sprechenden Werte 

m,, m^, . . . , m,. , r 
in die Bedingungsgieichung (1) zeigt nun, tlafs dieselbe in 
allen sieben Fällen befriedigt wird, und sie beweist daher die 
Richtiglieit des aufgestellten Sataes. 



Vierter Abschnitt. 

Die Lösungen der cliaralfteristisclieu tfleicliung und ihre 
geometrisclien Constructionen. 

§ 25. FormulierTing der Aufgabe. 

Nach den Definitionen und Ausführungen der §§ 11, 14 
und 21 hat man folgende Einteilung der allgemeinen Polyeder ; 

1) Alle Polyeder, für welche der Ausdruck 

3xs -f 2x^ -I- a;^. — 12 
und folglich auch der Ausdruck 

x.;-\-2x^ + Zx^-\ 

ein und denselben Wert m besitzt, konstituieren den Bereich S,n . 

2) Alle Polyeder, welchen bezüglich der Bereichsgleichungen 
3^3 + 2^;^ + 3^5 — 12 = m = 3;,-+ 2x^ -f Sa^g -j 

ein und dasselbe Lösungssystem entspricht, bilden einen zu dem 
Bereiche B^n gehörigen Stamm S,^. 

3) Alle Polyeder, welche aus einem irreducibelen Polyeder 
des Stammes 2^, einem sogenannten Stammpolyeder, durch 
Elementarer weiterangen abgeleitet werden, bestimmen eine zu 
dem Stamme gehörige Familie. 
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All diese Einteilung knüpfen sieh naturgemäfs die Fragen: 

1) Welche positiven ganzen Zahlen m definieren einen 
Polyederbereich .5^? 

2) Welche Lösungssysteme der Bereichsgleichungen 
3xs + 2Xi-\- x^ — 12 == m '^ x^ -\- 2x^ + dx,, -i 

hestimmen Polyederatämme 2?^? 

3) Welche Sfcammpolyeder bezw. Familien gehören zu 
einem Stamme .S^? 

Die Beantwortung dieser drei Fragen bildet den Gegen- 
stand der folgenden Paragraphen. 

§ 26. Die Existenz des Polyedertaereiches B,„. 
Was die erste Frage anlangt, so giebt eine einfache Über- 
legung den gewünschten Aufschlufs. Man betrachte ein Po- 
lyeder des Bereiches Bq, etwa ein Tetragonhexaeder 

As <«,>., <«,>., <«,>., <«.>,, <«i>., <«.>. 
mit den drei Gegenflächenpaaren 

<«.>., <«.>.; <«,>., <«5>.; <«,>., <«.>.i, 

und auf demselben ein Elementarpolygon, etwa 
Ps|«„«.|, |«„«,|, |«.,«,|, I«.,»,], \a„.,\, |«„«,|. 

Zwischen die durch P getrennten Bestandteile 

S,EE<»,>., <«,>., <«=>. "lä S, ES <».X, <«,>.,<«,>. 

schalte man den Giürtel ein: 

«>., «>„ <«,'>„ 
<«,">., <«.">., <«.">., 

«">6. <«i"'>6> «"X; 



«■■>.. <«?■'>.. <«sr-'>" 

%5l + [f]. 



wo sowohl die Flachen 

<«x, <«;■>„ <«i«>., 

(i — 1, 2, 3) 
als auch die Flächen 
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(l = 4, 5, 6} 
eine Reihe aufeinander folgender einfacher Sciieitel flächen be- 
stimmen. Kappt man hierauf von dem dadurch erhaltenen 
(3m, + 6)-flach A„ der Reihe nach die m Kanten 

i «5'^ «1 h 1 «s'j «b' I j I «5'; «r I » I «s") «i" I j I ^r, «r 1 > ■ ■ ■ 

mittelst ebensovieler ebener Schnitte 

<A>4, <A>.,<A>., <AX, <&>„■•■, 

SO erhält man sueeessive m Polyeder 

An+i , ^,+ä , . . . , An+'u 

aus resp. den Bereichen 

S,, B,, ..., B„,. 

Denn da von den Grenzflächen des Polyeders An+j, infolge 
des Schnittes <ft-f-iX nur ein Grenzvierseit, nämlich ■(/5äX, in 
ein Grenzfünfseit </3a>5, ein Seheitelseehseck von ^ftX aber in 
ein Siebeneck übergehtj während alle übrigen ihre Formen 
bewahren, so ]äfst jeder neue Schnitt (ßj,-^.!}^ die Anzahl der 
Grenzdrei- und Grenzvierseite constant und vermehrt nur das 
System der Grenzfünfseite um eine Fläche -(/S/iX- Demgemäfa 
gilt für das Polyeder A^^m'- 

a^g = , a:,j = 6 , «5 == m 
und folglicl], wie behauptet; 

3% -f 2x^ + aij — 12 = JM. 
Man hat also den Satz: 

Theorem 23. Jeder posiüven gmisen Zähl m, einschliefslich 
der Null, entspricht eini Bereich B^ allgememer Folyeder. 



§ 27, Die Folyederstämme des Bereiches I?^. 

Die allgemeine Beantwortung der zweiten Frage macht 
zunächst ihre Erledigung in Bezug auf den Bereich B^ 
wön sehenswert. Die Polyeder dieses Bereiches sind an die 
Relationen gebunden; 
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§. 27. Die Polyederatämme tles Beieiohes B,. 2 


01 


3», + 2».+ 


i, - 12 _ 0, 




a^j = aig = x^ 


-... — 0, 




ud diese besitzen folgende in 


Frage kommende Lijsungen 




I. X, — 4, a;, 


=- 0, «5 = 0, 




II. «j = S, Ij=l, iCs— 1, 


III. 1,-3, 3^,-0, a;,— 


3, 


IVai-.2, »,_3, a:,- 0, 


V. a!, — 2, a;, — 2, a:,— 


2, 


VI. a;, = 2, i.-l, is- 4, 


VII. »,~2, a;,- 0, a;,— 


6, 


Vin. ai = l, ij — 4, ai,— 1, 


IX. «, — 1, 1,-3, a;,= 


3, 


X. I, — 1, «, — 2, als— 6 


XI. », = 1, ij— 1, a;,= 


7, 


Xll. a!, = 1 , X 


— 0, ir, = 9, 




XIII. a), — 0, ajj— 6, »,— 0, 


XIV. 1,-0, 1,-6, a:,— 


2, 


XV. a:, = 0, 1,-4, I,— 4, 


XVI. a!,-0, 3^4 = 3, i,- 


6, 


4Vn. 1,-0, i,= 2, is= 8, 


XVIII. ai,-0, 1.-1,1,- 


10, 



XIX. 3^s = 0, a:, = 0, «5 = 12. 
Diese 19 Lösungen sondern sich in drei Gruppen: 

1) in Lösungeuj welche sehoa an sich d. h. unter der 
Annahme a;^ == ein oder mehieie Polyedei detiüieren, 

2) in Losungen, welche niii untei der Annahme aig > 
zur Bestimmung eine» Polyedeis hinreichen, 

3) in Losungen, denen ubeihaupt kfin Polyeder entspricht. 
Um die den beiden eisten Giuppen zugehörigen Typen 

besser übersehen zu können, gewährt die nominelle Unter- 
scheidung zweier besonders häufiger Polyederformen ein passen- 
des Mittel. 

Es soll ein {n -\- 2)-flach An-^t, welches definiert wird 
durch die Beziehungen 

<».>., <»,>.:|<ft>j,<ft>„..., <|5.X 
oder durch 

<«,>.>ir««.>. 

als ein B-kantiges einfaches Prisma /?„', 

ein (2» + 2) -flach A^^j^^, welches bestimmt wird durch 
die Beziehungen 
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.„., \:<ß,\,<ß,\ <C.>., 

^"^">.«r,>5. <r,\,--,<i:\, 
^„v IK)',>.,<r>>s, ..•,</•>., 
^ '-^" >T«ftX. <fc>», ■•■,<i'.X 

als ein Prismatoid U^" bezeichnet werden. 

DuFcli die Lösungen der ersten Gruppe werden definiert : 
dnreh I ein Tetraeder, 

durch IV, XIII, XIV resp. die Prismen i?/, 11^, n,;, 
durch VII, XVII, XIX resp. die Prismatoide //,", /Z"/', 77/', 
durch V und IX ein 6-flach und ein 7-flacli, 

welche aus den Prismen 11^ und IJl resp. durch das 
Kappen je einer Ecke entstehen , 
durch XV und XVI ein 8-flach und ein 9-flach, 

welche aus dem Prismatoide H^' durch Ausscheidung seiner 
beiden bezw, nur des einen Grenzviereckes hervorgehen. 

Im Gegensatze zu den vorstellenden elf Losungen sind die 
übrigen acht an und für sieh nicht konstruierbar. 

Aus der Bemerkung, dafs ein Polyeder mit einem m- 
seitigen Grenzpolygone mindestens m -[- 1 Seitenflächen zählt, 
folgt zunächst, dafs die Losung II, nämlich 

X^ = 3, '£i= 1, iCg ^ 1 

weder unter der Annahme aig = noch unter der Annahme 
a^g = 1 ein Polyeder definiert. 

Ebensowenig kann die Lösung III, nämlich 
iTg = 3, Xi = 0, x^ = 3, 
an und für sich ein allgemeines Polyeder bestimmen, da auf 
einem solchen eine Ecke 

««,>., <«.>.. <«a>5) 
unmöglich ist. 

Beide Lösungen werden erst dadurch konstruierbar, dai's 
man resp. aig = 3 und x^ ^ 1 annimmt. Man erhält dann 
ein der Lösung III zugehöriges 7-flach aus einem Tetraeder 

durch das Kappen dreier Ecken 

{.„»„«,), (»,,»„..), (..,..,».) 

mittelst dreier Schnitte 
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<«,x. <«,>,, <».\, 

eiu der Lösung IT entsprechendes 8-flach aber aus dem 7-flacl] 
durch das Kappen einer Ecke 

««.X, <«.>., <'•>>)■ 

Eine directe Konstrnction der Lösung 

VI) x, = 2, x^^l, x^^i 
verstöfat gegen die Konstruktionen zu I, IV und V. Dagegen 
erhält man unter der Annahme «g = 1 ein zugehöriges 8-flach, 
indem man von einem Tetragouhexaeder Ag zwei Gegenecken 

(«,,<.,,«.) und («,,«„».) 
einer Fläche {_K,y^ abschneidet. 

Eine Konstruktion der Lösung 

VIII) 3!3 = 1, ^4 = 4, x^^ 1 
ist sowohl an sieh als im Falle Xg = 1 mit derjenigen der 
Lösung IV unvereinbar. Es wird eine solche erst mit der 
Annahme a:g = 2 und zwar dadurch ausführbar, dafs von einem 
der Lösung IX entsprechenden 7- flach eine Ecke 

««.X, <».>., <«.>6) 
abgeschnitten wird. 

Mit Bezug auf die Losung 

X) Xs = l, Xi = 2, % = ö 

erkennt man, dafs im Falle Xg ^ die Existenz einer Kon- 
struktion durch die für die Lösungen IV, V, VII, IX ge- 
gebenen Darstellungen illusorisch gemacht wird. Nimmt mau 
jedoch a^e = 1 an, so kann aus dem zu III konstruierten l-üach 
durch das Abschneiden einer Kante «a,>ß , '(ksX) mittelst 
einer Fläche <Kg>4 und durch das weitere Abschneiden der 
Kante «Kj)>g , <«aX) mittelst eines Schnittes '(aj)^ ein bezüg- 
liches 9-flaeh abgeleitet werden. 
Eine Konstruktion der Lösung 

XI) a;s = 1, ^4 = 1, x^ = l 

steht in dem Falle x^^O mit den Konstruktionen zu V und 
Vn, im Falle a;^ ^ 1 mit gewissen leicht zu ermittelnden 
Konstruktionen der ] 
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a) Xg = 2, «4 = 2, x^ =^2, x^ = 1, 

b) 3^3 = 2, «4 = 1, x^ = 4, a^g = 1, 

c) 3^3 = 0, x^=^2, x^^S, Xe'^l, 
sowie mit der angegebenen Konstruktion der Lösung 

d) Xs = l, x^ = 5, x,^ = 4, «g == 1 , 

als schliefslich auch mit der Konstruktion des Prismatoidea Ul' 
im Widersprueb. 

Wird aber a;^ = 2 vorausgesetzt, dann genügt es, von 
einem Prismatoid 77/' eine Ecke «a;>5, <a*>4, <«i>s) abzu- 
schneiden, um ein Polyeder der verlangten Art zu erhalten, 

DaTs die Lösung 

XII) X.,^ 1, 3!4 = 0, ^5 = 9 

für die Annahme a;^ ^^ kein Polyeder definiert, folgt aus 
der Konstruktion zu VII. Desgleichen sind einerseits im Falle 
x^ = 1 schon durch das Sechseck, das Dreieck und sechs Fünf- 
ecke ein Zehnflaeh, andererseits im Falle a^^ '= 2 entweder 
durch die beiden Sechsecke, das Dreieck und fünf Fünfecke je 
nach deren Zusammensetzung zwei allomorphe Zehnflaehe, oder 
durch die beiden Sechsecke, das Dreieck und vier Fünfecke 
ein Neunflach bestimmt. Im Falle Xf^ = Z findet man ein zu- 
gehöriges Polyeder durch das Kappen irgend einer Ecke eines 
Pentagondodekaeders Tl^'. 

Eine Konstruktion der Lösung XVIII endlich, 
XVni)a;a = 0, x.^^\, a;^ = 10, 
streitet unter der Annahme iCg = wider die Konstruktion des 
Prismatoidee i7/', unter der Annahme SJg = 1 aber einerseits 
wider die Konstruktion des Prismatoid es Ug", andererseits 
wider diejenige Konstruktion der Lösung 

a^ = 0, Xi = 2, iCj = 8, x^ = 1, 
welche definiert wird durch die Beziehungen: 

!<«.>.. I <«.>., I <«=>5, 1 <".>., I <«.>.. i <''.>5, 

^""^'■VjT««-)». >T««.X. >T««»X, >T««..>.- 
Für die Annahme ai^ = 2 kann ein zugehöriges Polyeder durch 
das Kappen irgend einer Kante eines Pentagondodekaeders 
erhalten werden. 
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Da nach vorstehenden Konstmktionen die beiden ersten 
Gruppen alle 19 Lösungen umfassen, kann man den Satz aus- 
sprechen: 

Theorem 24. Jedes positive gansmidige Löswigssystem der 



3x^ + 2a:^ + a:5 — 12 = 
defmiert einen Stamm allgemeine^' Polyeder. 

% 28. Die Polyederstämme des Bereiches B,„. 

Bei der Diskussion der Frage, welche den Bereichs- 
gleichungen 

3x3 + 2 a;^ + a;^ — 12 = m = a;, + 2 a^ä + 3 fljg H ym-x,^^, 

genügende positive und ganzzahlige Wertesysteme 

^3 j ^1 ? ^5 > ^7 1 % ? • ■ ■ j ^™+ii 
Stämme allgemeiner Polyeder definieren, werden zweckmäXsig 
drei Arten von Lösungen unterschieden: 
I. Lösungen der Form 
S3==0, Ää=0, S5 = 12 + MS, %5 0, 2g50, ..., 
IL Lösungen der Form 

gg = 0, ^4>0, ^3^0, ^,50, Äg^O, ..., 
III. Lösungen der Form 

■ä3>0. ■^i^O, äs^O, 5j50, ^8^0, ■■■. 
In dem Falle einer Lösung erster Art 
2^ = 0, Si = 0, ^5 = 12 + m, .^,>0, 23>0, ...,s,>0, 

bilde man vermittelst der HilfsgrÖfsen 
»»1 = % + ^3 H h ^r, »»a = % + ^9 H \-^--, ..., 

. . ., mr—7 = Zr—1 + ßr , «*r-tl = Sr 

folgende Kette gleichartiger Lösungen: 

2) s^" = ^ö' + »»a ; i^'i'^ ^7 > ^3" = ^i > 
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Um alsdann ein der ersten Lösung entsprechendes Po- 
lyeder -in, zu bestimmen, gehe man aus von dem Pentagoü- 
dodebaeder 

>5,<ftX,<ft>5,<PA, </>.>., 

>t, <rj>5, <r.>s, <r^t, <7.>s> 
IK)',X,<re>.,<n>., <n>.,<7s>., 
^°"-'' >T«ft>=. <»«. <A>" <».' <(>.>.. 

WO je zwei gleich indicierte Flächen <^^iXj '(j'^X Gegenflä,ehen 
bezeichnen. Dasselbe besitzt in dem zehnkantigen Polygone 

I A,7. 1, ln,ß,\, lß„r,\, In, ftl, \ß,,n\, 
In. AI, I A. n I, li',,ftl, Ift, ftl, Ir., AI 

ein Elementarpolygon P^(0, 10), dessen einziger irreducibeler 
Blementargürtel 

e = <»;>„ <»,■>., <«,->., «>„ «>, 

durch die Bestimmung charakterisiert ist, dafs je zwei Flächen 
<«i_i)>e und <ai+i>e durch gegenüberliegende Seiten der Fläche 
<^cii'\ gehen. Eine längs dieses Elementarpoiygones Pi(0, 10) 
erfolgende Einschaltung eines aus 1 + 1-^1 = 1 -+- ^' solchen 
Eiementarstreifen bestehenden Gürtels wird das 12-flach IJ," 
in ein Polyeder A^ überführen: 

^.^ = <«,>5 I : <^, >( , <A >5 , <ß, >5 , <A >. , <& X , 
<«;>e, <".'>., <«.'>.,«>.,<««'>., 
«>., «\, <«>">., «>., «">„ 

<n,l'+-'>>„ <a,l'+"'l>„ <«,"+'■''>,, W+"''>6, <"i"+*''>i> 
<7,>, , <r,\ , <7.X , (l-A , <r.,>. : I <«,X, 
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in welchem gegenüberliegende Flächen benachbarter Elementar- 
streifen wiederum durch gleiche Indices gekennzeichnet sind. 
Indem man nun ans m der eingeschalteten Streifen drei 
aufeinander folgende Flächen herausgreift 

h = l,2,...,m', 
und entsprechend diesen Tripeln an -4.„i die m Operationen 
ausführt 

<d„X ^ I <''. af+'M- I <^f', <'+" \, 

und so die 2m' Sechsecke 

<«w^)^ und <ttWjX 
A = 1, 2, . . . , m' 
in resp. die Siebenecke verwandelt 

<&._.>, und <ß;,.\, 
die m Sechsecke 

aber durch je zwei einander seitende Fünfecke ersetzt 

<ysA-i>5 und <iyk>i, 
führt man dadurch daa Polyeder Ä„- , falls m^ eine gerade 
Zahl ist. direkt, im Falle aber m^ eine ungerade Zahl ist, durch 
einen hinzutretenden (»»' ~{- 1)'^" Schnitt 

welcher ein nicht zu dem transformierten Flachentripel des 
m''™ Streifens gehöriges Sechseck <a^'"'*X ^^ ^™ Siebeneck 
verwände!^ in ein der ersten Lösung entsprechendes Polyeder 
An, über. 

Ein an diesem Körper vollzogener E r weiter ungsprozefs /Tg 
läTst die m^ gemeinsamen Kanten 

\ß,', y^'l, 1^;, y/l. •■-, Ii5.., y;,l 

der m, Flächenpaare 

<A'>,, <)-.'>.; <&'X, <r/>,; ■ ■ ■; <ß.:>,, <r'.>. 

in je zwei Gegenseiten 

I g)'i, ß'i I und I w;, y'; ! 
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eines E ins eh altungs Sechseckes ^gs;^ übergehen. Dadurch, da£s 
man auf dem ueuentstandenen Polyeder 

nur noch die m^ Flächentripel ins Auge iafst 

<^U;,\, <q>:,^.,,\, <y:,+;,x, 

h=i,2,..., m^, 
und in Bezug auf dieselben wieder die Operationen ausführt 

<05 ^ I 9»;+^, ^1 1 , 1 9',+h, f2 1 , 
wo die Kanten [ q)'i,-i-7,, i^i \ und | gjj^*, ij/^ ] durch eine Ecke 
(^i> VJt+ä) ^ä) göliön, wird man die iWj Siebenecke 

«,+.>,.«.+.>,,■.., <ßk>, 

in ebensovjele Ächtecke 

<ft ">„<*">., .■.,<«■>■>, 

die *Wg Fünfecke 

■ <^,+i>s i <y=,+2>5 - ■ ■ ■ ; <y-",\ 
in ebensoviele Sechsecke verwandeln, während die m^ Sechsecke 

durch je ein Paar einander und das Ächteck 

<r>, 

seitender Fünfecke 

<9'>,+h'>s, ^ind <n>5 

ersetzt werden. 

Weil aber hiernach für das resultierende Polyeder A„. 
die Anzahlen der Fünf-, Sieben- und Ächtecke gegeben werden 
durch resp. 

g^" = 13 + ä»! -f- JMa , S^" = S, , %" = m^ , 
so repräsentiert dasselbe ein Polyeder der zweiten Lösung, 

Die Anwendung des Prozesses /Zg auf dieses neue Po- 
lyeder iäfst die % gemeinsamen Kanten 

1 A", r,"!, Ift", K'l, ■•■, IK., AI 

der Mj Flächenpaare 

<A">., <!■,">.; <ß>"\, <r,">.; ■■■; <a;>„ <r.:.X 

in je zwei Gegenbanteu 
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1 <p',;, (i',l I und I (p',l, y',l I 
einer Einachalfcungsfläche 

<»;■>., 

(las Polyeder Ä,,^ in ein Polyeder Ä„"' übergeJieu. Vollzieht 
mun darauf an den jk^ Flächensystemen 

<^'',+">8. <<P'',+h\, <yl+i\, 

wiederum die Operationen 

<a;;'x ^ I 9l+h, Xi\, \ <p'i+h, u I 

und verwandelt dadurch die m^ Achtecke 

<«;+.>„-■■,«'.+...>. 

resp. in die Neunecke 

<A"'>„..., <KX, 

die JHj Fünfecke 

<2''='.+i>s . ■ ■ • i <K+'"3>6 
in ebensoviele Sechsecke, während für die »% Sechsecke 

m^ Paai'e einander und je ein Neuneck 

«■>. 

seitender Fünfecke treten, 

so belaufen sich die Anzahlen der Fünf-, Sieben-, Acht- und 
Neunecke des hervorgehenden Polyeders ^„, auf resp. 

2^'" = 12 -j- iM^ -{- m^ + Wg , 2/" = '^7i V = '^8! V'^'Wa- 
Demnach entspricht dieses Polyeder der dritten Lösung. 

Es liegt auf der Hand, in welcher Weise das ein- 
geschlagene Verfahren fortzusetzen und wie mittelst desselben 
successive Polyeder jeder folgenden bis zur y — ß*™ Lösung 
zu construieren sind. 

Man gelangt somit zu dem Satze: 
3eäe positive und gansmhlige Lösung der Gleichung 

iCs — 12 = X, + 2xs + 3»^ H 

definiert mindestens einen Folyeder'stamm. 

Eberhard, Morphologie der Polyscler. 14 
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Es werde jetzt eine Lösung des Typus II betrachtet, 
nämlicli: 

ly % = 0, 24 >0, ^5>0, 0, >0, .. ., s,.>0. 
Man setze zunächst 

und construiere mit Hilfe der eben entwickelten Methode ein 
Polyeder A„ der Lösung 

II3) S6=12 + m, 2j5 0, Sg>0, s..>0. 

Um alsdann, aus einem solchen Polyeder eines der gegebenen 
Lösung 11,) abzuleiten, sind einige Hilfsbetraehtungen er- 
forderlich. 

Unterwirft man ein beliebiges Polyeder A^ a-mal nach 
einander dem Prozesse Hg, bildet man also den Körper 

J7,m(.--(//,(/i.))---))-ni'-'(A), 

SO wird der unmittelbare Zusammenhang zweier Seitenflächen 
durch den mittelbaren ersetzt: 

^> -^s®- - 

wo die Anzahl fi der Zwischensechsecke bestimmt ist durch 

fi = l + 2 + 2^H h 2-^^^ = 2" - 1, 

Die darauf erfolgende Anwendung des Prozesses JJj d. h. die 
Bildung des Polyeders iT, (JJ2<''>(^„)) verwandelt zwei unmittel- 
bare Seitenflächen in zwei unmittelbare Scheitelflächef und 
läfst demgemäfs das Plächensystem (2) übergehen in das andere 



1 Operationen 
(A= 1,2, ..., fi + 1) 



resultiert die Verbindung 
4) 
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Indem man achliefslieh von jeder Fläche <^<ph}s mittelst eines 
sechsseitigen Schnittes <(?iij,)>o die drei Kanten abschneidet 

erhält man das Flächensystem 
5) 

Wenn nun die ursprünglich gegebeneu zwei Flächen <^ai> 
und ^Kj) Grenzfönfseifce darstellen, so kann das vorstehende 
Kons truktions verfahren, welches von der Verbindung (3) zu 
der gleichartigen Verbindung (5) .führt, als ein Reduktions- 
verfahren aufgefafst werden. -— Denn ganz ebenso wie (3) mittelst 
1-}- [i vierseitiger und (i sechsseitiger Schnitte auf (5) zurück- 
geführt worden, kann (5) mittelst fi vierseitiger und fi— 1 
sechsseitiger Hilfsschnitte auf eine analoge Reihe benachbarter 
Scheifcelflächen mit nur noch jx ~ 2 Zwischeaseehsecken, diese 
vermöge (i — - 1 vierseitiger und (i — 2 sechsseitiger Hilfs- 
schnitte auf eine entsprechende Verbindung mit nur noch 
(t — 3 Z wi s eh ensechs ecken und so fort reduciert werden. Man 
wird daher schliefslich an die Stelle des ursprünglich zwischen 
den Fünfecken ■(ßi>B ^^<^ 'C'^ä>5 bestehenden Zusammenhanges (2) 
vermittelst Anwendung des Erweiterungsprozessea iJ, und nach 
Ausführung einer gewissen Reihe von F.-Operationen ein System 
von Grenz Sechsecken und ein Grenz vier eck setzen. 

Dieses Ergebnis gestattet mit Bezug auf die eigentliche 
Aufgabe der Konstruktion einer Lösung der Gleichungen 

2a:^ + % — 12 = m = 3!, + Sa;;, H \- m ■ x^+ß 

deren vollständige Erledigung, 

Da nämlich bei der zunächst auszuführenden Konstruktion 
eines der Losung 

entsprechenden Polyeders -Än^^g aus einem Pentagondodekaeder 
nJ' nach der oben entwickelten Methode 



#]- 



Grenzfönfecke des Endpolyeders paarweise, und zwar als un- 
mittelbare Seitenflächen, eingeführt werden, und die Grenzfünf- 
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ecke des ursprünglichen Pentagondodekaeders gleichfalls sechs 
Seitenflächenpaare bestimmen, dieser Zusammenhang aber nur 
durch den Prozefs 77^ verändert wird, so können zufolge der 
angestellten Hilfsbetraehtungen schliefslicli beliebige s^ Paare 
aller i^ Grenzfänfecke ohne Änderung der Anzahlen der 
(6 -\- Ä)-seitigen Grenzflächen durch ebensoviele Grenzvierseite 
ersetzt werden. Dadurch aber geht das Polyeder -4^_g in 
ein der Lösung 11 entsprechendes Polyeder über. 

Also: 
Jede positive und gansmMige Loswng der Gleichwng 

2Xi -\- x^ — 12 ^ m = «j + 2x^ + ■ ■ • -f m - Xm+r- 
definiert mindestens einen Poh/ederstamm. 

Handelt es sich endlich um die Darstellung einer Lösung 
III) Ss>0, 24>0, 25>0, %>0, Sg>0, .. ., 2,.>0, 
so führe man an dem aus dem Pentagondodekaeder ü^" ab- 
geleiteten Polyeder ^„' successive folgende Konstruktionen aus: 

<«,'>. ^ 1 «,', %" ! , I «,', < l , <«■'>. - (%'. «,', ",'), 

<■>/>. -■^- 1 <, *.' I, I '!, «.' I. <*;>■-«, V, «■'), 
<*;x^ I «,', *; I, I «■', «; i, <«.'x-k, «■:, o, 

a) bei geradem p: 

<s;-,>, ^ I <, «;^. I , I «>-, 1,-. 1, <«;-s>, j- w, «,->,.;) , 

b) bei ungeradem p: 

<«;^,>. ^ I «/, *;_, I , I .,', *;_, i, <«;„,>, ^ «, «,_„ «,■). 

Für das resultierende Polyeder A^^ hat man 
•) V-i(j!-6), V = 12, »,-1, «i-1 

(j,'_i(p + 6))i 
b) «,' — i(|)-5), <-.12, 4—1, 4- = l 

(y-ife + S)). 
Unter der Voraussetzung p ^ 8, 9 gilt daher: 
a) p' ^ P ~ 'i-, b) ^ <; 25- 

Im ersten Falle unterwerfe man An, wieder dem Prozesse 
JJä und führe die durch zwei Gegenseiten des Einschaltungs- 
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geheniäen Flächen 

<a/>p' und (a,'\ 
yermittelst der Constructionen 
<05 ^ I 'P,', W I ; I <PÜ Vh I; <*.">. — (^i', V, cc,'), 

<K\ ^ I W, <J," '' > 1 ^-Z. ^." !- <*/'>. -- (-P:'- ^4", «;), 

resp. in die Flächen über: 

<«/>^ und <«,'>,,. 
(p"<p). 
Nach abermaliger Anwendung des Prozesses IT^ verwandle man, 
a,) wenn p" -ii p ist, das Pläehensystem 

m das andere 

b) wenn p"=^p ist, irgend ein Flüchensystera 

in ein Flächensystem 

Dieses Verfahi'en hat man je nacli den beiden Möglich- 
keiten 

3^3 < (i) - 6) ■ Sj, oder 8.^3 > (p — Q) ■ 0i, 

60 lange fortzusetzen, bis entweder die Anzahl der Grenz- 
drei sei te 

<ä/>s, <«4'>s, •■■, <',">,. <n:\,--- 

die vorgeschriebene Zahl s^ erreicht hat, oder bis die Anzahl 
der Gfrenz-jjj-seite 

«\, <-,■>., «\,<¥>,. <W\, ■■• 

auf Sp gewachsen ist. 

Im ersten Falle resultiert ein Polyeder der Lösung 
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%,£/' = 12, v = 0, 1, 0<4'^^;,, 
aus welchem vermöge der für die Konstructionen der Lösungeul 
raid II mafsgebenden Methoden leicht ein der gegebenen 
Lösung III entsprechendes Polyeder abgeleitet wird. 

Im zweiten Falle vollziehe man an dem die Lösung 
O<03"<28, S5" = 12, v = 0, 1, % 
repräsentieren den Polyeder den Prozefs II^ und verwandle in 
bekannter Weise, 

a) falls Sp- =• 1 ist, das Fläehensystem 




1 das andere 

b) wenn Zp- = ist, ein Flachen System 

in ein Fläclieusystem 

Es leuchtet ein, wie eine zweckmUfsige Fortsetzung dieses 
Konstruktionsverfahrens entweder zu s^ Grenz dreiecken •(Äj-^^a 
oder zu s^ Grenz-g-ecken führt, mid wie man im ersten Falle 
zu einem Polyeder der Lösung 

im zweiten Falle zu einem Polyeder der anderen gelangt, 

Bei entsprechender Behandlung des resnltierenden nud aller 
folgenden aus ihm abzuleitenden Polyeder erhält man unter 
der Voraussetzung ig > 12 schliefslich ein Polyeder der Lösung 

^3, S5 = 2., + Sb. ^p, h' ■■■, ^o 
aus welchem dann durch weitere Anwendung der unter II ge- 
gebenen Methoden leicht ein die ursprungliche Lösung 
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darstellendes Polyeder bestimmt wird. 

Das vorbeschriebene Konatvuktionsverfahren bleibt auch 
noch in Kraft, weau die Gfröfse 2si^ -\- s^ genau den Wert 12 
hat. Man wird namlicli im Verlaufe der Konstruktion ent^ 
weder zu einem Polyeder der Lösung 

1) %'<2a> ^5= 12, Sp, 2j, ..., äy^Sr—'i 

oder zu einem Polyeder der anderen gelangen 

2) Sg' < Sj , §5 = 12 , 2;, , 2,; , . . . , Z,-^ = 1 , 0,.' = 0, — 2 . 

Im ersten Falle führe man gemüfs der dann geltenden 
Beziehung 

3(»,-<) = 2(>--6) 
und der daraus folgenden 

r = 3p 

an einer aus einem Sechseck <^9)>ß und vier aufeinander folgen- 
den Seitenflächen desselben 

<g'iX. <^iX: <i'^\, <92\ 

bestehenden Fiäelie nach einander die Operationen aus: 
<S:y-.^\9, -^il, \<P, i'2\, <^a>3--(9'i. 9, ^i), 
<^\^\9, <*!', k, ^,1, <*4>='-{9'., 9, ^), 

<*,>,^|9., 3,\, \,p, &,\, <ö,y,^(<p,, q>, S,), 

bis man nach 4^ — 8 Schnitten die beiden Sechsecke <^fpi\ 
und <(9!>sX ^'^ 'iif^i »--Ecke und dadurch das der Lösung (1) 
entsprechende Polyeder in ein gesuchtes umgewandelt hat. 

Das eben benutzte Prineip wird auch in dem Falle eines 
Polyeders der zweiten oben vorgesehenen Lösung zum Ziele 
führen, vorausgesetzt, dass die Seitenanaahl r^ des einen 
GrenzpoEygones <^a,X kleiner oder höchstens gleich der 2ahl 
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Denn da alsdana die Beziehung besteht 
'^fe-0 = 2»- — (ri + 6J, 
so kann man Ton den s^ — s^ im Ganzen auszuführenden 
Schnitten <*3a>3 

^) - 2 """ 3^ 

an 



an dem Polygone <(a,>,.^ , 

^ z - < + *■ 



an dem Polygone <^9)j)>e vollziehen und auf diese Weise die 
durch gegenüberliegende Seiten eines Sechseckes .gehenden 
Flächen <o:jX "^^ i<f^^ in zwei r-Ecke umformen. 

Besagte Voraussetzung kann aber im Allgemeinen als er- 
füllt angesehen werden. — Denn ist man in den Konstruk- 
tionen bis zu einem Polyeder A,. der Lösung vorgeschritten 

«i < %j ^5 = 12; h^ H} . . ., 2r'= 1, ?/ = Sr — 3, 

so kann man die durch gegenüberliegende Seiten des Sechs- 
eckes ^q^oX gehenden Flächen 

<9D,>,. und <9)i,>g 
durch die Operationen 

<^1>S^|90. ^'l I- \fa, 9-2', <*S>3 — (^1! 9^0! ^i), 

<^\y,^\9„ <^il, ko- s.\, <ß,\-(sP,, %, S,), 

in zwei Flächen 

<?)i>,. und <7>^X 
überführen, für deren zweite sieh die Anzahl i\ ihrer Seiten, 
den Fällen einer geraden oder ungeraden Differenz r — / ent- 
sprechend, durch die Formein berechnet: 



a) r, = 6+'— -1, b) n = 7+[^ ^^j. 

Von diesen beiden Anzahlen genügt aber die erste allemal, 
und die zweit« für alle Werte r > 9 der notwendigen Be- 
dingung 
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Ist dagegen im Falle ^/ = ^r — 3 gleichzeitig ^,. = 0, so 
betrachte man an dem Polyeder A,. bezw. an dem abgeleiteten 
/Z2(ir2(AT)) drei in einer Ecke zusammenstofsende Sechsecke 

<9'i>6> <'p2>e, <9's>« 

und ihre durch die drei Nachbarecken gehenden Scbeitelflächen 

<^l>6, <A\, <'^8>6- 

Man kann dann in bekannter Weise bei zweckmäfaiger Ver- 
teilung der dreiseitigen Schnitte zunächst das Fläehensystem 

in ein Fläehensystem 

mit der Bestimmung r-^ ^ I — - — J < r^ überführen, darauf das 
andere System 

in ein Flächensystem 

<^2>o <.9i\, (V'aX. 
mit der Bestimmung r^ ^ 1 —^ — J umformen, schliefslich aus 
dem dritten Systeme 

<^l>r, <9,'A, <^äX 

ein System ableiten 

<^,>r, <%>8, <t,>r, 

indem man nämlich von den im letzten Falle anzuwendenden 
\ {2r — r^ — r^ dreiseitigen Schnitten \{r -{- r^ — 2r^ an 
der Fläche ^i^-iXi ^'^^ i ('' + *"! — S^-j) an der Fläche <i^3>r, 
ausführt. 

Den vorstehenden Betrachtungen hegt die Annahme au 
Grunde 

2, =0. 

Ist dieselbe nicht erfüllt, so machen die beiden möglichen 
Fälle 
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1) 323 <a, und 2) 3«3>s, 
eine getrennte Behandlung erforderlich. 

Im ersten Falle genügt es, an (3em Polyeder Ä^- die Ope- 
rationen zu vollzieh eil j 

<Ö'3>S— «^', V^', «i'^Oj ■■■- <^=.>3-"-(«i"='~^'> «»"'-'. <"')> 

um das Problem auf das vorher behandelte zurückzuführen. 
Im zweiten Falle schreibe man 

^' ='"U] +P; = ^'' + P7 

und fülire entsprechend den drei unterschiedlichen Vorkomui- 

Q-. = 0, 1, 2 
an Ä^' vor allem die Konstruktionen aus: 

■'■) <«,>= ^ {<, «.", <) , <?,\ J- («.'", «.»', v) , 

b) aiifser den vorigen noch die KonstrulftioB : 

<«>.-(7s, «.'•>. -a), 

c) entwecler aufser den Konstruktionen a) und b) noch die 
Konstruktion: 

<03 •■ (rs! «»"■'. n), 

oder aufser den Konstruktionen a) noch die Konstruktion: 

<ä">,iWi,r,, <■<"')■ 

Man erhält anf diese Weise ein Polyeder A„, der Löaimg 

a) V- 4-, %'-12, «,'-3,; 

b) ..--[l-J+l, <-10, <-^,; 

c,) ^.'-[y] + 2, %'-8, V-*,; 

mit einem aus beliebig vielen Elementarstreifen bestehenden 
E 1 eme n tar gürtel 
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<«i*""^''>6, <'^B*^''"^'>6) <«3''"+">G> <«4*^''"">(i ) <«6'"'^"X- 
<re|t"+ül>^, <aä'''+^'>fl', <«a^'+^'>6i <«4'""^^')6! <'f5"''''^'>u - 

<«i"-">w <«2<'^">,;, <«5*^^^^, «'-"X, <%'-»x' 
Es ist aber die Anwendbarkeit der bei den Konstruktionen 



^ = 5g — [^] — Pj, ^4, %, 0s, «a, . . ., 5. 
verwerteten Metboden an die einzige Bedingung gebunden, 
dafs auf dem aus 71/' abgeleiteten Polyeder Ä„' eine aus- 
reichende Zahl von Elementaratreifen verfügbar ist. Dieselben 
Metlioden werden daher auch an dem Polyeder Ä„, unmittel- 
bar zur Anwendung gelangen können und dieses in ein Po- 
lyeder der Lösung überführen 

«8 > 0, ^4 > 0, ^6 > 0, gj > 0, . . ., Ä. > 0. 
Es sei noch bemerkt, dafs, falls s^, < 12 ist, man die Schnitte 
(.^i^i) ■('^8)8 1 '(''3>3J ■ ■ ■ stets derart wählen kann, dafs 12 — s^ 
der urspränglichen Grenzfünfecke von U^" in Sechsecke über- 
gehen. Beispielsweise wird man im Falle s^ = und %>4 
folgendermafseii konstruieren: 

<«.X^(«.,&,ft), <l,\^ 
<«.>.-.(«>, 75, n), <«.>.'■ 

Hierdurch gehen die Fünfecke 

<«,>., <ß,\, <ft) 

und 

<«z>., <r,>,„ <n>., 

in ebensoviele Sechsecke über, 
beiden Fünfecke 

<|5s>, und <r,>5 
die Flächenpaare ti^eten; 



ft, 



während an d 



Stelle der 
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unterwirft miin Jariiuf ilaa Polyeder dorn Prc 
resultieren die li'ladientripel : 




Indem man aber an diesen Tripeln die Operationen ausführt 
<^5>6— l«P, ^li- k-'Psl und <^eX— l^;*il, 1^. «>3l. 
erhält man die Flächenquadrupel 
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Die PoljederBtö,mm.e des Bereiclies B^, 

und 

Alsdann vollenden die beiden weiteren SchniUe 

<'J7>3 — (/^s. ?>> ^c) '^^^ <^s>3---(n> ^- ^c) 
die gesuchte Umformung. 

Der gleiche Zweck kann öfters auch dadurch erreicht werden, 
dafs man von vorneherein statt des Pentagon de dekae der s ein 
anderes passend gewähltes Polyeder des Stammes B^ der 
Betrachtung zu G-runde legt. 

Fflfst man die Ergebnisse dieses Paragraphen zusammen, 
so kann man nunmehr folgenden allgemeinen und fundamen- 
talen Satz aussprechen: 

Theorem 24*). Jedes positive und ganssoMige Löswngs- 
system der charakteristischen Gleichtmg 



*) Der Satz besitzt ein interesaantes Analogen in der ebenen Topo- 
logie. Zwischen den Anzahlen der Polygone verscbiedenei' Gestalt, in 
welche die Ebene durch « Gerade allgemeiner Lage zerscbnitteo witd, 
bestehen die leicht zu erweisenden Belatioaen: 

1) «;a +«^4 + «^s + ■■■ + *„ = 1 + ^^-' 

a) 3*3 + 4iCi + ötCj H h ««„ = 2»i(w - 1) , 

wenn oTj die Anzahl der Ä-seitigen Polygone bezeichnet. Die Kombi- 
nation, beider Gleichungen ergieht: 

S) ^ — iCs - 2»s — Sie, (« - 4) «„ = 4. 

Von dieser Gleichung, deren linke von der Zahl iC, unabhängige Seite 
für alle allgemeinen ebenen Geradensyeteme einen und denselben in- 
yarianten Wert hat, gilt der dem Tkeoreme 24 entsprechende Satz: 

Jedes die Gleichung 3) befriedigende positive und ganzzahlige Werte- 
syetem a:^, x^, x^ , a:, , ... definiert in der Ebene mindestens ein und 
hiJohstena endlich viele topologisch verschiedene allgemeine Geraden- 
Systeme. 

Die Invarianz des Ausdruckes 

3jc -!- 25T -\- X x ■ 2x ^x ■ ' ■ 

für alle allgemeinen Euler'sehen Polyeder ist bereits von Cayley bemerkt 
worden, dessen bezüglicbe Abhandlung in den „Manchester Memoire, 
pag. 248, Vol. 1, Serie 3" dem Verfasser jedoch nicht zugänglich ge- 
wesen. Die Cayley'schen Resultate finden sich unm Teil wiedergegeben 
in „Clifibrd, Mathematical papers, pag. 172". 
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■ix^-\- 2%^+ c — 12 = r + 2xs + 3x, H 

definieit einen Stamm allyenieinet Folveder. 

Nach diesem Satze ist die Anzahl der zu eiuem Bereiche 
Bm gehörigen Polyeder stamme gleich dem Produkte aus den 
ÄDZahlen der positiven und ganzzahligen Lösungen der beiden 
Gleichungen: 

Sxs + 2x^ + «5 — 12 = m = a:, + 23^8 + 3a^3 -I . 

Diese zwei fraglichen Anzahlen, welche nach Etiler (Intro- 
ductio in analysin Liber I Oap. 16) angeben, auf wie viele ver- 
schiedene Arten die Zahlen m + 12 und m in Summen von 
resp. höchstens drei und von beliebig vielen ungleichen posi- 
tiven ganzen Summanden zerlegt werden können, lassen sich 
für jeden Wert von m durch ein einfaches Rekursionsverfahren 
berechnen, worauf hier jedoch nicht näher eingegangen 
werden soll. 

Das Theorem 24 ist nur ein Spezialfall des folgenden 
allgemeineren, die Gesamtheit der konvexen Polyeder betreffen- 
den Satzes: 

24 a. Jedes positive und gansmMige Losungssystem 

der Gleichung 

1) Sx.^ + 2x^ -\- x^ ~ X, — 2x^ == 12-f 2p, 

(e = 0, 1, 2, 3, . . .) 
Jccmn stets und cmf unendlich mannigfaltige Weise dtwch ein von 
piflm Qfg^^g singuläres Tconvexes Polyeder veranschaulicht loerden. 
Es mag hier der bezügliche Beweis nur unter der ein- 
schränkenden Voraussetzung x^'^^Sq gegeben werden, ein 
Fall, der mit verhältnifsmäfsiger Einfachheit ausreichende All- 
gemeinheit der Behandlung verbindet. 

Man zerlege die Zahl x^' in die beiden anderen 
y^' = ^/ — e und %' = Q 
und suche ein die Gleichung 

Xt -{-2xs'j-3xg-i = 9 

befriedigendes positives und ganzzahliges Wertesystem 
Vt, Vs, %, ■•■■ 
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Dasselbe bestimmt zusammen mit dem Systeme 

^s'j ^i' Vbi ^j'i %'j ^^> • ■ ■ 
ein entsprechendes Lösungssyatem 

<«s> ^i> yiy ^1 + yi\ ^i + y^, ■ ■ ■ 

der Grieichung 

Sa^g + 23:4 + a:^ — a;, — 23!g = 12, 

welches letztere folglieh einen Stamm allgemeiner Polyeder de- 
finiert. — Aus diesem greife man ein beliebiges Individaum A.^ 
heraus und unterwerfe es so oft, etwa zweimal, dem Prozesse JTj 
bzw. JZg, dafs zwei Grenzflächen Kcc^ und <«i^ des ursprüng- 
lichen Polyeders in dem abgeleiteten A^ durchweg verschiedene 
Seitenflächen haben. Darauf wähle man y'^im = 1 , 8, . . .) 
»i-seitige Grenzpolygone yoq Ay und variiere das Polyeder 
sich selbst isomorph so stetig im Baume, dafs von den m 
Kanten eines jeden genau m — 6 ausscheiden, und die durch 
sie gehenden Sechsecke in ebensoviele Fünfecke übergehen. In 
Folge dessen werden, je nachdem die m — Q Kanten einer dieser 
Flächen einen einzigen oder mehrere aus resp. m^, m^, ... 
Kanten bestehende Züge bilden, entweder m — 5 oder resp. 
nij -^ 1, m^ -^ 1, . . ■ getrennte dreikantige Ecken in je eine 
singulare zusammenrücken. — Die angegebene Umformung eines 
Grenz-m-Eckes in ein Grenzsechseck wird also einerseits den 
gleichzeitigen Übergang von m — 6 Grenzaeehs ecken in eben 
soviele Grenzfünfecke, andererseits das Eintreten einer Singu- 
larität m — 6**" Grades bedingen. Entsprechend den aus- 
gewählten und transformierten Grenzflächen von A^ wird das 
aus der stetigen Variation von Ar hervorgehende Polyeder A.^' 
statt der y/ -{- J/g' + ■ ■ ' transformierten Polygone ebensoviele 
Sechsecke, anstatt j// + 2y^' -\- dy^ + ■ ■ ■ Sechsecken von Ay 
ebensoviele Fünfecke und schüefslich eine gewisse Anzahl eine 
Singularität p**" Grades repräsentierender singulärer Ecken 
aufweisen, so dafs Ar' die vorgeschriebene Lösung der Glei- 
chung 1) zur Anschauung bringt. 

Die bei der hier entwickelten Konstruktion einer speziellen 
Lösung der Gleichung 1) angewandten Prinzipien sind auch 
für die Konstruktion einer allgemeinen Lösung mafsgebend. 
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Man bestimmt aus letzterer,, zuerst wiederum eine passende 
Lösung der Gleichung 

3«g + 2x^-\- x^ — x, — 2xg— 12 , 

konstruiert ein dieselbe darstellendes allgemeines Polyeder und 
transfornüert letzteres teils durch die Prozesse iJ, , H^ uniä 
darauf erfolgender stetiger Variation des entstehenden in ein 
singuläres Polyeder, teils — und das ist ein weiteres -wesent- 
liches Prinzip — durch vor und nach Vollzug der Erweite- 
rungsprozesse au dem jeweiligen Körper zweckmäfsig aus- 
geführte singulare Fund amental schnitte. 

§ 29. Sie Folyederfamilien eines gegebenen Stammes. 
Es sei innerhalb des Bereiches £„, ein Polyederstainm 
definiert durch das Wertesystem 

% ' ^41 ^6! % J ^S> • ■ ■' ^r- 

Die Aufgabe, die verschiedenen Familien dieses Stammes zu 
bestimmen, ist dann gleichbedeutend mit der anderen, eine all- 
gemeine Koastruktionsmethode zu entwickeln, nach welcher 
aus den obigem Wertesysteme entsprechenden Stammäächen 

<«/>,, «\, ■■■> «h, W\, W\, - ■ ■- «h, 

<ßi''"X 1 '(<'a'*'X) ■■•j<"'*'>7! ■■■! ^Ki'"""^*)»-. («a'-'^^'Xi ■■■! <«''""''>.■ 
und aus einer nicht näher bestimmten Anzahl von Sechsecken 

ft = 0, 1, 2, ... 
alle möglichen irredueibelen Polyeder zusammengesetzt werden. 

Die wesentlichen Gesichtspunkte für eine vollständige Er- 
ledigung dieses Probiemes ergeben sich aus folgenden Über- 
legungen. 

Bei allen Polyedern des Stammes, im Besonderen also 
auch bei den gesuchten Stammpolyedern, kann man rücksieht- 
lich der gegenseitigen Lage der M Stanimflächen vier Haupt- 
fälle unterscheiden: 

I. Entweder setzen dieselben die vollständige Oherfiäche 
eines Polyeders zusammen; 



y Google 



§ 29. Die PoljederfamiHen eines gegebenen Stammea. 225 

II. oder sie bilden m isolierte einfach berandete Beatand- 
teile Si, 

m==l,2,...,M; 

III. oder sie bestimmen eine oder mehrere isolierte niehr- 
facli berandete Flächen t't; 

IV. oder sie konstituieren eine Anzahl isolierter einfach 
berandeter Bestandteile Si und eine Anzahl isolierter mehrfach 
herandeter Flächen Fi. 

Alle Fohfeder der ersten Gruppe stellen an sich Stamm- 
polyeäer dar. 

Die Polyeder der drei übrigen Gruppen sondern sich 
wiederum in je eine ganz bestimmte endliche Anzahl von 
Untergruppen. Diejenigen der zweiten Hauptgruppe werden 
charakterisiert; 

a) durch die Anzahl m der isolierten Bestandteile Si, 

b) durch die Art der Verteilung der M Stammflächen 
auf diese m Bestandteile, 

c) durch die Zusammensetzungs weise i3er zu einem Be- 
standteile gehörigen Grenzpolygone, 

Bei den Polyedern der dritten und vierten Hauptgruppe 
complificiert sich die Bestimmung der Untergruppen noch 
dadurch, dafs bei gleicher Anzahl von Flächen Si und Fi Ver- 
schiedenheiten in deren gegenseitiger Lage in Betracht zu 
ziehen sind. In jedem Falle resultiert aber stets nur eine 
mdliche Anzahl von Untergruppen, die ohne besondere Schwierig- 
keiten der Reihe nach angegeben werden können. 

Die nähere Betrachtung einer der Gruppen II,, III, IV 
zeigt sogleich, dafs nicht alle Untergruppen durch Stamm- 
polyeder realisierbar sind, vielmehr innerhalb derselben noch 
eine engere Auswahl stattzufinden hat. Denn hat man bei- 
spielsweise irgend ein Polyeder der zweiten Gruppe und redu- 
ciert dessen Oberfläche durch Ausscheidung ihrer m isoherten 
Bestandteile St auf eine m-fach berandete, nur Sechsecke ent- 
haltende Fläche F^(ß'}, so besteht gemafa dem § 21 ent- 
wickelten Theoreme über die Charakteristiken der Eand- 
polygone Fi der ausgeschiedenen Flächen Si die Relation: 
C,(F,) + C^iP,) H \- a«(P™) = 2 ■ 3(m — 2). 
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Die Zusammen Setzung der M Stammflächen <(«;,> zu den Si 
mais demnach im Einklänge mit dieser Belation stehen, 
während alle anderen Kombinationen aufaer Betracht bleiben. 

Ich behaupte, dafs m einem, den vorstehenden Angdbm 
entsprechend bestimmten Systeme isolierter Flächen 

Su S^, ..., S^ 
nur eine endliche Anzahl i/rreduciheler isomorph herandeter Flächen 
Fm<(ßy existiert. 

Zum Beweise denke man sieh alle möglichen zugehörigen 
Flüchen F,„\6)> construiert und so in eine Reihe geordnet 

K,<6>, K;<6>, -Fm<6>, ■■■, 
dafs jede folgende nicht weniger Sechsecke als die vorher 
gehende umfafat. Man kann dann mit Hilfe von genau den- 
selben Schlüssen, welche iu § 21 die Endlichkeit der zu einem 
Elementar netze gehörigen Erweiterungen ergeben haben, in 
genau derselben Weise wie dort zeigen daf& wenn die An- 
zahl der Sechsecke einer Tlache F,, eine ganz bestimmte 
endliche Zahl 31^ ubeisteigt, die Flache aus einer vorher- 
gehenden Fläche F„~ durch Elementarei Weiterung erzeugt 
werden kann, dafa somit die ersten 31^ Flathen der auf- 
gestellten Reihe ille iireducibelen die folgenden aber nur 
rediicibele Flächen darstellen Weil aber diese Überlegung 
für jede Gruppierung der M Stammflächen gilt, so resultiert 
der allgemeine Satz: 

Theorem 26. Die Anzahl der m einem ieliebigen Folyeder- 
stamme gehörigen Familien ist endli^i. 

unter Anwendung der hier abgeleiteten Methoden und 
Kriterien findet man beispielsweise: 

I) als Stammpolyeder der Familie 

«3 = 4, «4 = iCj = a^j = Xg = ■ ■ ■ ^ 
das einzige Vierflach 



II) als Stammpoljeder der FamiHe 
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^3 = 3, x,i = 1, a:^ = 1, a:, = a;, = ■ ■ . = 
das Achtflach 

4^^ < 



Von der Richtiglteit der vorstehenden Angaben überzeugt 
man sich folgendermafsen: 

I. Jedes nur aus Grenzsechsecken <o;X iind ^ier Grenz- 
dreieeken <a>3 zusammengesetzte allgemeine Polyeder genügt 
der § 13 gegebenen Definition eines enthaltenden oder redu- 
cibelen Polyeders. Das Tetraeder ist daher der einzige irre- 
ducibele Körper des Stammes 



IL Ein Polyeder des Stammes 

x^ = S, x, = l, x.= l, a;, = ic. 



= 



wird die fünf Stammflächen 

<«,>.,<«,>„<«,>.,<«.>., <«.x 

nach Äusschlufs derjenigen Kombinationen, bei welchen zwei 
Grenzdreiecke einander oder das Grenzviereck Seiten und durch 
welche ein Tetraeder bzw. ein Pentaeder bestimmt wird, stets 
in einer der folgenden fünf Zusammensetzungen enthalten: 
1) In zwei isolierten Bestandteilen 

») 



, •% = <<:>„ 




S,= <S/?; 
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2) In drei isolierten ßestandfceilon 



S^ = 



S,= 



S, = 



S, = 



«1 = 



S, = <»,>„ S, = <«.>.^ 



S,s <»,>., S, = <»,X, 




3) In vier isolierten Bestandteilen 



,% = 



S,= 



s,= 




s,=<.,>., «,=<».>„ s.=<«,>„ 
, »,=<■.,>., «.=<">>., «,=<«.>.; 



4) In fünf isolierten Bestandteilen 
«, = <«,>„ S,3<.,>„ S.s<«.>„ S. = <«„>„ S,s<.„>.. 
Entsprechend den drei Fällen 1) hat man 

», b) 0(P(S,y) — - 3 , C(P(S,)) - + 3 , 
e) 0(P(S.))--1, C(P(S,))- + 1. 
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lii allen drei Fällen gilt also, wie erforderlicii 

C(F{S,)) + C(P{S,)) = 2 ■ 3 ■ (»» - 2) = 0. 
Ein Polyeder des Typus 1 a) ist nichts desto weniger illusorisch, 
tia die Fläche S^ an und für sich schon ein Heptaeder der 
Form bestimmt: 



Da nämlich S^ von einem zwei, einem drei und einem vier 
Kanten zählenden ebenen Eantenzuge berandet wird, und da 
der gesuchte Körper aufser S^ und dem Dreiecke ^.cc^y^ nur 
noch Grenzsechsecke enthalten soll, so müfste der letzte der 
drei genannten Kantenzüge offenbar auch zu der Berandung 
eines solchen Grenzsechseckes gehören. Bei der Allgemein- 
heit des Polyeders bestimmt dann aber der dreiteilige Kanten- 
zug mit der fünften und der zweiteilige Kantenzug mit der 
sechsten Seite von <^«s)>s einen vier- und einen dreikantigen 
ebenen Zug, so zwar, dafs beide Züge von derselben Ecke 
des Sechseckes <föß>g nach der nämlichen Ecke des Fünf- 
eckes ^ßßX führen. Folglich müssen sich ihre Ebenen in der 
Verbindungsgeraden dieser beiden Ecken sehneiden, und hier- 
durch ist in der That das Heptaeder A^ bestimmt. Auch ein 
Polyeder des Typus Ib) ist unmöglich, indem nämlich die 
Fläche Äi an sich schon ein Hexaeder der Form definiert 



Die Polyeder des Typus 1 c) endlich siud in der That existent, 
und zwar fallen dieselben mit den oben angegebenen Stamm- 
polyedern Ag und den aus ihm elementar abgeleiteten Körpern 
zusammen. 

Ein Polyeder der Annahme 2a), sowie ein solches der 
Annahme 2 c) ist allemal existent und reducibel, da das Stamm- 
polyeder A? in ihm enthalten ist. 

In den drei anderen Fällen 2b), 2c), 2d) hat man 
b,c,d) (7(P(S'J)=0, C(P(5^a)) = + 3, GFi(8;)) = + S, 
also, wie notwendig 
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C(-P(Si)) + CiP(S,)) + CiP{S,)) = 2 ■ 3 . (»M ^ 2) =- 6. 
Angenommen zunächst, es existierte eia Körper Äa der Form 
2 b) mit der Fläche 



und den beiden isolierten Dreiecken 

so geht dasselbe durch Ausscheidung der Fläche <KnX 'i^^'" 
in einen Körper ^«_i mit einer Fläche 




dieser durch Ausscheidung der Fläche <^a„—i\ in einen Körper 
Ä„—2 mit einer Ecke 

«».->>., <«.-.>„ <«,^*>.). 

Durch weiteres Ausscheiden der Seitenflächen dieser Ecke 
resultiert aber ein Körper Ä,^^ mit der isomorphen Ecke 

««._5>., <U^,\, <«._,>.,). 

Man kann daher aus A^ stets einen Korper Ä,a ableiten, so 
daf8 YOü den drei Seitenflächen seiner Ecke 

««..X, <««>., <»-.>.) 

mindestens eine und folglich Ewei eines der beiden isolierten 
Dreiecke 

<«,>., <«.x 

Seiten. Bin solcher Körper ist indessen illusorisch, da durch 
eine Ecke 

««,>,, <«.,>4,<»,«>4) 

bereits ein Pentaeder unzweideutig bestimmt wird. 

Angenommen ferner, es existierte ein Körper A^ der 
Form 2 c) mit der Ecke 

«.^,>,, <«^,>„ <».>,) 

und den beiden isolierten Dreiecken 
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<%>„ <«>>=, 

SO geht derselbe durch Ausscheidung der Fläche <^a^X über in 
einen Körper A„^i mit der Ecke 

««-.>., <«.-.>„ <«.-.>.), 

dieser durch Ausscheidung der Fläche ^«„-i)^ in einen Körper 
Aa~2 raib der Ecke 

««,_.X, <«._3>,, <«.-,>,), 

schließlich der Korper A„,+i mit der Ecke 

durch Änsscheidung der Fläche ^a^+i^ in einen Körper Ä,,, mit 
der Ecke 

{<«»-!>5, <«.-.>., <«.>3), 

WO mindestens eine der drei Flächen dieser Ecke eines der 
beiden Dreiecke 

<"■>., <«»>» 

zur Seitenfläche hat. Ein solcher Körper ist aber nach Ib) 
unmöglich. 

Vorausgesetzt endlich, der Annahme 2d) entspreche ein 
Polyeder A.^ mit der Fläche 



luid den beiden isolierten Dreiecken 

<«■>.,<■%>., 

so geht dasselbe durch Ausscheidung der Fläche <Kb)3 in ein 
Polyeder Ä„—i mit den beiden Ecken über: 
««^,>., <«^,X, <»._■>,) und {<»._.>., <e<^,>.„ <«.-.>.). 
Durch weitere Ausscheidung der Flache <«n-i>4 erhält man 
aber ein Polyeder A„^i mit den den fieberen isomorphen Ecken 
««.^,>„ <«^.>„ <«^.>,) und ««,_,>., <«._.>„ <«._i>.). 

Man kann daher durch Portsetzung dieses Ausscheidungs- 
prozesses aus Afi stets ein Polyeder An ableiten, so dafs von 
den vier Seitenflächen seiner zwei Ecken 
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Vierter Abechnitt. 



««.>., <«._,>„ <«„>s) und ««._,>„, <«„_,>„ <«„._3>.) 
eine notwendig das Dreieck <«i>ä bzw. ^a^^g zur Seiten- 
fläche hat. 

Nach Ausschlura derjenigen beiden Fälle, in welchen ent- 
weder die Flächen <Ki,iX ^^^ <^«m-iX oder die Flächen K.iXa^i 
und <^«»i_-3)>5 das Dreieck <^KiX seiten, Annahmen, durch welche 
ein Pentaeder bzw. ein Hexaeder bestimmt wird, hat man noch 
folgende zwei Möglichkeiten zu erörtern: 

1) entweder geht '(«iX durch die der Ecke 

««-.>., <«..->>„ <«.-!>.) 

gegenüberliegende Seite des Fünfecks <or^_3\, 

2) oder es bildet mit den beiden Flächen <iv„^2X ""'^ 
<K,„_3>5 die Ecke 

Im ersten Falle bestimmen die fünf Flächen 

<«„>, , <«.^.>., <«.^.>ä , <»«>, , <«,x , 

da kein Grenzpolygon mehr als sechs Seiten zählt, gemäl's 
ihrer Zuaammenaetzung unzweideutig ein Oktaeder der Form 




im zweiten Falle bestimmen dieselben fünf Flächen ein Hepta- 
eder der Form 



ii's fuhren mithin alle unter (2d) möglidim Ämiahmen auf 
emm inneren Widerspruch. 

Was die Polyeder der dritten Klasse anlangt, so sind 
diejenigen, welche den Bedingungen 3 a und 3b entsprechen, 
allemal reducibel, da sie offenbar das Stammpoiyeder Ag ent- 
halten. 
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In Bezug auf die etwaigen Vertreter des Typus 3 c) hat 
man zunächst: 

0(P(SO) = 3, C{P(S,)) = 3, C{P{S,)) = 3, CiP(_S,)) = 3 
und also, wie erforderlich: 

CiPiS,)) -f- C/(P(S,)) + C{P(Sa)) + C(P(S',))=2-3-()«~2) = 12. 
Gesetzt, ea existierte ein Polyeder A„ dieses Typus, und es 
sei auf iJemselben ein Polygon P^,s gezogen, welches seine 
Oberfläche 8 in eine die Bestandteile S^ , S^ und in eine die 
Bestandteile Sg, S^ enthaltende Fläche teilt, so ist Pä,3 alleinal 
ein Foh/gon der Charakteristik 0. 

Es gilt nämlich in Bezug auf die drei Polygone 

i-V, <".>.,<«.>. 
nach Theorem 18 die Gleichung 

0«,.) + C««>X) + C«.,>,) -2-3 
und da C{K(ii}^ = G{(a^^ ^ + 3 i^^t so auch, wie behauptet : 

C(P,,3) = 0. 
Analoges gilt von jedem Polygone Pi,2, welches nur die Drei- 
ecke <«i>3, Kix^/i, und Yon jedem Polygone Pi.a, welches 
nur die Dreiecke "Ca^^, Kfi^^ einschliefst. 

Man redueiere nun Ä^ so weit, dafs man alle zwischen 
etwaigen isomorphen Elementarpolygonen vorhandenen Ele- 
mentai^ürtel aus seiner Oberfiäehe ausscheidet, und teile darauf 
letztere von dem Polygone P(5',) aus in Elementarstreifen 

S', 8", 8'", . . .. 
Die freien Raudpolygone derselben, nämlich 

P', P", P'", . . . 
haben die Formen 

^/7vy7W"7V 

-/7\AA/7vyy;:yv 

^/7vvyyT\A/\A/"^\A/y. 
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Es mufs dann ein erster Elementarstreifen S'''' existieren, 
dessen freies ßandpoljgon PC'' mit einem der drei Dreiecke 
^<^iXj ^"äX) '("aXj etwa mit <^it]\, enhveäer eine oder zwei 
Kanten gemein hat. 

In dem ersten dieser beiden Hauptfälle ist das dem Po- 
lygone P!''' benaclibarte Polygon 

P(0, 67. + 8) ^ --/V^...AAA,../^W___ 

ein elementares mit einem Element argürfcel, der sich aus dein 
angrenzenden Elementarstreifen und einer das Dreieck ^ßj^g 
scheitelnden Fläche ^a,-^ zusammensetzt. Weil aber A, als 
der Voraussetzung nach irrgducibel keinen Elementargürtel 
enthält, und weil die Fläche <«,■> mit dem Kandpolygone des 
angrenzenden Elementarstreifens einen vierkantigen Zug ge- 
mein hat, so bleibt nur die Möglichkeit übrig, dafs das Po- 
lygon P'^' noch mit einem zweiten Dreieck <^(ts\ eine Kante 
gemein hat, und folglich das Nachbarpolygon besitzt: 

P(_ 3, 67. + 9) ^ ..-.AMM....M^A.^.ArV\-^. , 

Es wird aber die Fläche 



von einem Noi-malpolygone Pi(0, 2m) berandet. Soll daher 
Ä^ keinen an dasselbe grenzenden Normalgürtel enthalten, 
so mufa entweder eine der anstofsenden Flächen das dritte 
Dreieck <^a^^ sein, oder es mufs mindestens eins der beiden 
Dreiecke ^KjX, K'^i)» ^^ ^^^ Fläche Si grenzen. 
Unter der ersten Annahme wäre das Polygon, 

p(- 6, 6* + 6) ^ . . . A^^.AA.MA._A%£M., . 
ATW... 

Randpolygon einer geschlossenen nur Sechsecke enthaltenden 
, Fläche. Daraus folgt aber, dafs der in dem Kantenzuge 
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ii) ij — x+l, h) y — x 
enthaltene andere 

die Fläche berandct 

Hiernach müfste also entgegen der Voraussetzung die tou 
dem Polygone Pj berandete Fläche ein mindestens achtseitiges 
Polygon -(ay enthalten. 

Der zweite oben vorgesehene Fall, dafs eines der beiden 
Dreiecke <ffii>3 , <R2>3 an die Fläche S^ grenzt, kann gleich- 
falls nicht eintreten, da er auf die bereits als unmöglich er- 
kannten Fälle 2b.), 2c), 2d) führt. 

In dem zweiten Hauptfalle, in welchem unter den von 
der Fläche S, aus gezählten Elementarstreifen jS', S", ... ein 
erster i?'*' vorkommt, dessen freies Eandpolygon P"'' mit 
einem Dreieck '^«,'^3 zwei Kanten gemein hat, mufs das Rand- 
polygon des um das Dreieck «(«iX erweiterten Elementar- 
streifens Ä'"' eine der beiden Formen haben: 

:) P(o, 6„ + 6) ^ ..„_..yWv.. A\^ /\r^-- 
...T^A..p./\^/>..M'r^ 

Dom Umstände, dafs der zu dem Elementarpolygone P ge- 
hörige Elementargürtel aus dem angrenzenden Elementar- 
streifen besteht, und aus der Irredueibilität von A„ folgt 
weiter, dala das Polygon P'*' noch mit einem zweiten Dreieck 
■(«bX ^™ö bzw. zwei Kanten gemein haben mufs. Das ßand- 
poiygon des um die beiden Dreiecke ■(«,X ^^^ K'^s^z ^r- 
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weiterten Elementarstreifens SW fällt dann notwendig unter 

eine der folgenden fünf Formen: 

«) P(- 3, 6Ä + 7) s ■ ■ • 

AJKA...AA^^AJV~V\--, 

h) P(-3,6;. + 5)=... 

.-..-Ar-V\...AA^../A^., A^-W.. _, 

c) P(— 3,6;i + 5) = --. 

d) P(_3, 6;j + 6)=-.- 

AA^.../wJi(A..-AOA , 

e) P(-3, 6;. + ö) = ..- 

AA^ Ar^....fVy^-Arv\ 

Man liat <1aiin entsprechend auf A^ eine Fläche der Form 



«) 



1), c) 



«) 

■vv 

und diese wird von einem JVonwallpolygone berandet. 



<^r■ 
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Soll daher A„ keinen Elemeutargürtel enthaltea, so mufs 
entweder eine der an das Normalpolygon grenzenden Flächen 
<«). das dritte Dreieck ^ttg^g sein, oder es muTs mindestens 
eines der beiden Dreiecke K,eci\r ^«äX unmittelbar an die 
Fläche 8^ stofsen. 

Unter der ersten allein noch in Betracht kommenden 
Annahme erhält man als Randpoljgon des um die drei Drei- 
ecke '(ttiX, '(«aX) (.^^ya erweiterten Elementarstreifens SW ein 
Polygon P( — 6, 2m) der Form; 

AA^V\./WäAA../Wi/W..AAyv\. ./V^^vV,.. 
, j) __^\^AA./v\i^V...AA^:WV,..AAAA,__, 
„..A^../V\jlA\ //--A\...AAAA.../VWV\._._ 

In allen diesen Fillen laf-t sith aber auf ähnliche Weise, 
wie das schon fruhei emmil geschehen, der Sehlufs ziehen, 
dafe der jenseits des betreffenden Polygones liegende Bestand- 
teil der Oberfl'iühe von i, notwendig ein Grenzpolygon ^ay 
mit mehr als sechs Seiten enthalt, während er der Voraus- 
setzung nach sich durchgangig aus Sechsecken zusammensetzt. 
Wenn endlidi dei um das Dieieck <^KiX erweiterte Ele- 
mentar streifen Ä''* das Randpolygon besitzt 

P(0,6*+6)^.--MrVW 

so kann man mittelst Umschreibung der Fläche 



zu dem Nachbarpolygone übergehen: 
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a) j"(o,2,»)E^ ArW..MWv..ArVv..., 

b) p"{o,2».)s Ar^ABitt/VvJV\ _, 

Da in dem einen wie in dem anderen Falle das resultierende 
Polygon ein Elementarpolygon ist und in dem angrenzenden 
Elementar streifen einen Blemeutargürtel besitzt, ist es aus 
bereits erörterten Gründen auch hier mit der Voraussetzung 
unvereinbar, dafs au ein solclies Polygon noch ein Dreieck (^o.^^ 
grenzt. Die Annahme der Existenz eines Polygones P', P" 
ist daher gleichfalls illusorisch. 

Den bisherigen die Unmöglichkeit eines Polyeders vom 
Typus 3c erweisenden Deduktionen liegt die stillschweigende 
Voraussetzung zu Grunde, dafs nicht nur die Randpolygone 
P', P", . . . der an die Fläche S^ angrenzenden Elementar- 
streifen S', S" , . . . sondern auch die Eandpolygone der durch 
die Erweiterung letzterer um die Dreiecke ^a^^g , <C«a>3 ent- 
stehenden Flächen einteilige Kantenpolygone sind. Diese An- 
nahme ist jedoch für das Endergebnis unwesentlich, da letzteres 
auch unter der allgemeineren Annahme coincidenter Kanten- 
folgen in einem solchen Polygone durch gewisse schon in 
§ 22 verwertete Schlufsweisen übereinstimmend gefolgert wird. 

Hat, um nur einen Fall herauszugreifen, das ßandpoiygon 
P'** des Elementarstreifens S''*' die Form; 



so sind die Charakteristiken der die beiden Flächen Pj , F^ 
berandenden Polygone gegeben durch: 

C(P(F,))~+1, C(P(2?,)) = + 2. 
Nun können die drei Grenzdreiecke <^ffi>3, "(«bX, <^K3Xf wenn 
Oberhaupt, nur auf eine der folgenden vier Arten auf F^ und 
F^ verteilt sein; 

1) Fl enthält alle drei, Pg kein Dreieck; 

3) P^ enthält <r,X und («^X, P^ nur <«.,y^] 
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gegebenen Stammes. 2.^9 



3) Fl enthält <«,>3, F^ aber <ßgX "n^ <«3>s; 

4) i^i enthält kein, F^ alle drei Dreiecke. 

Da nach Vorauasetzmig in F^ und F^ aufser den drei 
Dreiecken nur noch Grenzsechsecbe vorkommen, findet in 
allen vier Fällen das Theorem 18 Anwendung, und es würden 
daher demselben entsprechend die Gleichungen geJten: 

1) C(P(F,)) - G<ai>8 — t-Xa^X — C<«3>3 2-3.2, 

C{P(F,)) = + 6; 

2) C(P(FO) - C<«,X - C<a,}, = -2.-A, 
C{F(F,))-C<a,y, = 0; 

3) C{F(F,))~-C<_a,y^ = 0, 

C{P(F^)) - C<«,>g - (7<«3>, = - 2 . 3 ; 

4) C(P{F,))^ + 6, 

C{P{F^)) - Cia,y, — C<«,X — C«h = - 2 • 3 ■ 2. 
Aus diesen Relationen berechnen sich aber: 
1) C(F{F,)) = - 3, C(P(-F;)) - + 6; 



2) 



4) 



C(P(F,)) = 0, 
C{F{F,)) = + 3, 
C(P(F,)) = + 6, 



C(P(P',)) = + 3; 

c(PcPs)) = ; 

C{P{F^)) = - 3. 



Die so für die Charakteristiken der beiden Polygone er- 
haltenen vier Wertepaare sind sämtlich von dem wahren 
Wertepaar verschieden, und folglich ist die über die Form 
des Pölygones PW gemachte Voraussetzung unhaltbar. 

Es giebt also üierhaupt kein Polyeder des Typus Sc. 

Da schliefslich alle Polyeder der vierten Klasse, d. i. die- 
jenigen Polyeder, bei denen die fünf Stammflächen isoliert 
liegen, evid enter mafsen das Stammpolyeder A^ enthalten, so 
ist hiermit der voiistäudige Beweis erbracht, dafs letzteres 
das einzige Stamm polyed er des behandelten Polyederstammes 
darstellt. 
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Berielitignngeii uiiA Zusätze. 

1) § 2 pag. 13: Der Euler'sche Satz gestattet, wie schon 
a. a. 0.*) hervorgehoben worden, seine Ausdehnung auf die 
Gebietseinteilungen der Ebene durch Graden- und des Raumes 
durch Ebenen Systeme. Es gilt nämlich der Satz: 

Die AnsaMm r, f, s und e der verschiedenen (einander am- 
schUefsmdm) Bäume, Flächen, Strecken mtd Ecken, in und durch 
welche n beliebige Ebenen den Baum, einander und ihre Schnitt- 
geraden teilen, genügen den Belationen: 

1) mit Bemg auf den Saum, 

2) mit Bemg auf eine Ebene, 

/-s + e-l,- 

3) mit Bezug auf eine Gerade, 

Die Gültigkeit der dritten Gleichung liegt auf der Hand, 
da eine Gerade durch m diskrete Punkte allemal in ebeuso- 
viele Strecken geteilt wird. 

Zum Beweise der zweiten Gleichung denke man sich um 
einen aufserhalb der teilenden Geraden gelegenen Punkt o der 
Ebene in letzterer einen veränderlichen Halbstrahl gedreht. 
Bei dem Durchgange desselben durch einen Schnittpunkt pt 
von zwei oder mehreren (etwa von >■,■) Geraden, und nur bei 
einem solchen, wird der Strahl in genau r^ — 1 neue Flächen 
und in r; neue Strecken eintreten. Nach einer vollen Um- 
drehung wird der Halbstrahl alle Ecken je einmal passiert 

*) Vergl. des Verfassers „Ein Satz aus der Topologie". Miitliem. 
Annal. Band 36, 
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hiiben uiid folglich sowohl in eine jede Strecke als in eine jei 
Fläche — die den Punkt o enthaltende allein ausgenommen - 
ein- und nur einmal cingetreteu sein. Man hat daher: 



f-l-^(r, 



-1), 



oder, wie behauptet: 

/_s + „_l. 

Ganz analog nehme man zum Beweise der ersten Glei- 
chung eine anfserhalb der n gegebenen Ebenen « gelegene, 
keine der Schnittgeraden dieser schneidende und keinen ihrer 
Schnittpunkte enthaltende Gerade g zur festen Axe einer eich 
um sie drehenden Halbebene y an. Da jw in einem Punkte 
sich kreuzende Ebenen im Räume und auf einander ebensoviele 
ungeteilte Räume, Flächen und Geraden bestimmen, als ihre 
Durchschnitte mit einer m + 1**" nicht durch den Kreuzungs- 
punkt gehenden Ebene in dieser und aufeinander ungeteilte 
Flächen, Strecken und einzelne Punkte fixieren, da ferner eine 
die Gerade g mit einem Schnittpunkte pj Yon ?»; Ebenen a 
verbindende Ebene von den durch die m. Ebenen k in der 
Uragebung des Punktes ^l,- bestimmten Teilgebieten sowohl 
)»,■ Räume als ?»,■ Flächen schneidet, so sind die Anzahlen n, 
fi und Si aller Räume, Flächen und Strecken, in welche y beim 
Durchgange durch p,- neu eintritt, an die Relation gebunden: 
r,-f. + s,= l. 

Es tritt aber y, von den durch ihre Axe y getroffenen 
n Räumen und n Flächen abgesehen, sowohl in jeden anderen 
Teilraum als in jede andere Teilüäche als auch in jede Teil- 
strecke einmal und nur einmal ein. Also gilt: 



2(- 



-/: + s.)- 



oder, wie behauptet: 



-/■+s 



= 0. 



Wird, wie in der oben citierten Abhandlung, jedes von 
der unendlich fernen Ebene durchschnittene Teilgebiet doppelt 
gezählt, werden also, algebraisch zu reden, Gebiete verschie- 

Bliöi'liarii, MoipLologie dnx Püljedor. 16 
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(leaer Vorzeiehensysteme unterschieden, so gilt, wenn die An- 
zahlen der Gebiete entgegengesetzter Vorzeiciiensy steine durch 
resp, r^, /\ und S■^ gegeben werden, entsprechend der Einteilung 
der unendlich fernen Ebene: 

n -/; + «. -1, 

und folglich nach Addition: 

r' — /" -\- s' — e' = 1 . 



2) § 5 pag. 25: Die für die Konstruktion eines nur 
Kreuziingakanten enthaltenden Polyeders A„+i aus einem ana- 
logen Körpers A„ gegebenen Bestimmungen sind folgeiider- 
mafsen zu modifieieren: 

1) Die Ausführung eines Schnittes 

<«H-i>5^l«;, -^^l, i«ö ««i 
ist an die Bedingung gebunden, dafs die durch die zweiten 
Ecken der abgeschnittenen Kanten gehenden zwei Grenzflächen 

<«,> und <«,> 
nicht Seitenflächen sind. 

2) Die Ausscheidung eines Grenzviereckes 

<».x^i«,,«. 

ist dann und nur dann zulässig, wenn die GreuzHächen 

<«,>> und <at> 
keine dritte Scheitelkante Besitzen. 

3) Endlich führt die Ausscheidung eines Grenzfünfeckes 

<».>,Ä|„„ ..I, \a,,„,l 

stets nur in dem Falle zu einem Polyeder A«— i des verlangten 
Typus, wenn kein einziges der drei Flächenpaare 

ein Seitenflächenpaar bestimmt. 

3) § 9 pag. 45. Es berechnen sich die Anzahlen j/,, und 
gfi Qi = 3, 4, . . .) aus den Xh durch die Gleichungen: 
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s^ = 0, 5,j = 3n — 6, 5^ = 0, «e = 2j; — 4 + x^, Zi-yz,, = 0, 

C/i = 0, 1, 2, ..,)■ 

4) § 17 pag, 84 Änm.: Eine dritte ein allgemeines Po- 
lyeder mit durchweg 3A-seitigen Grenzflächen (Ä = 1, 2, . , .) 
in einen gleichartigen Körper umwandelnde Konstruktion wird, 
wenn | a^, «; | eine Kante und <ßi>, <^iVnj> die zu derselben 
gehörigen Seheitelfläehen des gegebenen Polyeders bezeichnen, 
durch die Operationen dargestellt: 

5) § 21 pag. 165; Indem man den successiven Übergang 
eines stetig veränderten allgemeinen Polyeders in ein singu- 
läres ins Auge fafst, kann man leicht diejenige Form des 
Theocemes (18) ableiten, welche dasselbe für einen Körper 
der letzteren Art annimmt. Zu dem Ende gehe man aus von 
der zwischen der Charakteristik des Randpolygones P' einer 
einfach zusammenhängenden allgemein poiyedrisehen Fläche 8' 
und den Anzahlen x^, xl, x^, . . . ihrer m' zugehörigen ver- 
schiedenförmigen Grenzpolygone bestehenden Relation: 

C{P') = 3<+ 4< + 6(m'- 1). 

Die Ausscheidungen von p' auf ein oder mehrere (etwa ft') 
für sich zusammenhängende Systeme verteilten Kanten der 
Fläche 5' und das damit verbundene gleichzeitige Zusammen- 
rücken von q' -\- fi' in ji.' Ecken lassen den Ausdruck 

3^3' + ^^l + bx^ -f - - - 
die Form annehmen: 

3<+ <!•/;+ 51//+ ■■■ + 2<>', 
während die Anzahl 

%' + Xi + H -\ — =■ '»' = Vi 4- 2/4' + «/s' H — 

der Grenzpolygone von 5" unverändert bleibt. 

Für die Charakteristik des Jtandpolygones einer einfach he- 
randetm poiyedrisehen Fläche S' gilt daher allemal: 
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c(p') - 3% + iv;+H:+- ■ ■ + 2?'~ 6(.«'~ 1), 

tvo Q den Grad ihrer Singularität bezeichnet. 

Ist MUH die Oberfläche eines von p'*™ Grade singLiliireu 
Euler'sclien Polyeders A„ durch ein m-teiliges Netz 

N^ = T-, P", ..., PC") 
in m einfacli zusammenhängende Bestandteile 
8', S", ..., Sl"'» 
■ und zwar ■ — ■ den allgemeinsten Fall vorauszusetzen — in der 
Weise zerschnitten, dafs die Ecken des Netzes an und für sich 
eine Singularität p,*™ Grades absorbieren, so bestimmen sich 
zunächst die Charakteristiken der m Randpolygone PC'I der 
letzten Formel entsprechend durch die Gleichungen: 
1) 6'{P'">) = Sj/ü«"' + 4*//') + öi/s'*) + ■ ■ ■ 4- 2e<'') - 6 (»*<'-> ~- 1), 
{h= 1, 2, ..., m). 
Die Addition derselben ergiebi: 

wenn allgemein x^,{p = ^, 4, . . .) die Anzahl der f-seitigen 
Grenzpolygone von A„ angiebt. Weil aber für dieses Polyeder 
nach § 2 die Relation gilt: 

?,x^ + 4a;^ + öiCg H = 6)i - 12 - 2p , 

so residtiert aus (2) schliefslich die gesuchte Beziehung: 
3) C(P') + 0(P") + ■ ■ ■ + C{PW) = 6 (m - 2) - 2 p.. 

6) § 24 Sehiufs: Wie die dreiflächigen Bestandteile eines 
Tetragonhesaedera (§ 16) und die sechsflächigen eines Pentagon- 
dodebaeders (§ 19), so zeigen auch die verschiedenen einfach 
zusammenhängenden allgemein polyedrischen Plächenbildungen 
aus den Polygonen eines jeden der durch das Theorem (22) 
ausgezeichneten Systeme IV", V, VI und VII die gemeinsame 
Eigenschaft, von je einem Elementarpolygone berandet zu 
werden. 

7) § 28 pag. 217: Beispielsweise werden die drei Sechsecke 
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1) dui-eb die Operationen 










«X^l«»., nl, In, 9», 


<«!>. 


-(''l 


*. 


?>.), 


<',\^lr,, «il, \<P2, y, 


<«.>■ 


-^(». 


*. 


%) 


in drei Achtecke, 










2) durch die Operationen 










<'»i>i — lyj, Vil, Iv,, 9il 


<«>>. 


-(ä. 


^^ 


».), 


<ä,>,!^l<P,, «, 1, !?>>,?■. 


«>. 


-(ä, 


*, 


?>.), 


<«5>5^lf.. «,l, \<P,, ä. 


<«.>. 


• («6 


*i 


•p,) 


in drei Neuneclie, 










3) durch die Operationen 










<^l>5— 1 -Ps- 92 \, [fH, fL 


<ä,X 


-(«. 


*i 


«>.), 


<«.>5 —Iv,, 'll, 1<P,, 9,1 


<«.>. 


■^(1, 


*. 


■p.), 


<«,X^!ft, «,1, In, *s 


<».>. 


^{1, 


*s 


»>.), 


<''7>S— 1 tt, «.1, l<P.. *« 


<«.>= 


— M, 


*1 


v.) 



in drei Zehnecke umgeformt. 

Man bemerke gleichzeitig, dafs diese Methode, drei Grenz- 
sechsecte durch Einführung von ausschhefslicli (Jrei- und sechs- 
seitigen Grenzflächen in 3)»-Ecke überzuführen, dazu dienen 
liann, aus einem allgemeinen Polyeder der zweiten Klasse im 
Sinne des Theoremes (9) ein gleichartiges Polyeder abzuleiten. 

Die Zahl der jedesmal neu hinzutretenden Grenzflächen 
ist aber, ebenso wie bei den früher angegebenen entsprechen- 
den Konstruktionen, auch hier stets eine gerade. 

8) § 28 pag. 221: Der in der Anmerkung zu Theorem (24) 
ausgeapiochene featz über die allgemeinen ebenen Geiaden- 
sj steme ist in dem folgenden allgememeren enthalten 

Jfdes p 6tttie imd qan^zdhhgp Lo'mngssi/iytem de* Gleichung 
*, — *, — ii,, — Sj-j — =4+ 2Ö 
lann süf dwch mindestens em und hochateiis eme eMUche An- 
gahl fopolog-itch vets(^iedeite> von d ™ Giade ungujaie? ebener 
Geradensybte 
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